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« J'ai trouve mon Tie au tresor. Je I'ai trouve dans mon monde interieur, dans mes rencontres, dans mon travail. Passer 
ma vie avec un monde imaginaire a ete mon Tie au tresor. Bien sOr, c'est vrai que les mondes que je visite au hasard de 
mes recherches peuvent parfois etre juges puerils ou inutiles, tant ils sont eloignes des preoccupations quotidiennes, mais 
quand aujourd'hui je repense a ceux qui m'accusaient d'§tre inutile, alors, vis-a-vis d'eux, je n'ai pas seulement le plaisir 
d'etre inutile, mais aussi le desir d'etre inutile. » 

Hugo Pratt, Le desir d'etre inutile - entretients avec Dominique Petitfaux, Editions Robert Laffont, 1991. 



« Mais je ne suis pas sur que dans un univers ou tous les phenomenes seraient regis par un schema mathematiquement 
coherent, mais depourvu de contenu image, I'esprit humain serait peinement satisfait. Ne serait-on pas alors en pleine ma- 
gie? Depourvu de toute possibilite d'intellection, c'est-a-dire d'interpreter geometriquement le schema donne, ou I'homme 
cherchera a se creer malgre tout par des images appropriees une justification intuitive au schema donne, ou sombrera dans 
une incomprehension resignee que I'habitude transformera en indifference. » 

Rene Thom, Stabilite et morphogenese, Editions Dunod, 1984. 



« L'une des conditions essentielles au travail mathematique est de savoir cerner ce a quoi on est exactement en train de 
penser. » 

Michel Broue, Une ecole de liberie dans Le gout de la science (textes rassembles par Julie Clarini), Editions Alvik, 2005. 



RemGrciemGnts 



« Without a doubt » 
Magic eight ball, septembre 2003. 



Ma these aura ete un investissement psj-diologiquc, physique, eventuellement ideologique, largement ponctue 
dc moments formidables, d'amities et de doutes que j'ai envie de retracer un peu ici. Je vais 6tre long, mais, 
hormis la joie de faire des phrases de frangais, il faut bien donner de quel lire a tous ceux qui ne comprendront 
rien a ce que je raconte dans ce travail ; je pense particulierement, et affectueusement, a ma famille et a nombre 
d'amis^ pour qui ce travail restera a jamais obscur. Tous se sont montres curieux de mes travaux et c'etait 
toujours a grande peine que je leur repondais qu'il m'etait impossible de leur expliquer ce que je faisais ("but it 
is a heavy burden"), que ce texte soit pour eux le pretexte a decouvrir au moins les circonstances de ma these. 

En outre, ces remerciements sont aussi le lieu ou se reposer un peu de la froideur academique des publications 
scientifiques ; la connaissance est joyeuse, sociale, elle est faite pour les humains par les humains, si elle possede 
ses indispensables protocoles, il est appreciable de temps en temps de les oublier. 

Ainsi, mes premiers remerciements seront pour ma famille. J'ai eu la chance que mes parents me laissent 
libre dans mon choix de faire des etudes et dans le choix d'icelles. lis m'ont soutenu financierement pendant 
mes annees d'universite, jusqu'a mon allocation de these ; mais plus que cela, je leur dois une bonne part de ma 
vocation scientifique. J'ai par exemple le souvenir d'un petit livre de cosmologie trouve dans la bibliotheque, 
dont les pages, a force que je le feuillette, ne tenaient plus ; ou des nombreux jeux de constructions et autres 
microscopes qui ont eveille mon esprit a une certaine logique ; ou encore des colonies de vacances passees a 
construire des fusees. 

L'origine consciente de ma vocation aura ete mon instituteur de Cm2, M. Barba, qui nous faisait faire 
de nombreuses experiences/observations scientifiques (electriques ou biologiques). Apres lui, je suis rentre au 
college attendant impatiemment les cours de physique. A I'epoque, les mathematiques, ou je ne rencontrais 
pas de difEcultes particulieres, m'indifferaient assez. II a fallu attendre la fin du lycee pour que j'y rentre par 
I'intermediaire de la theorie du chaos et des fractales, notamment grcice a Gregoire Winterstein. L'expose fait 
sur le sujet dans le cours de philosophie de M. Bories ainsi que les encouragements de Mme Doucet et Mme 
Fouilleron, mes enseignantes de mathematiques et de physique en terminale, m'ont aussi largement assure dans 
mon choix d'orientation. 

C'est en classes preparatoires oil ma relation avec la physique a ete malmenee : ma rencontre avec les 
equations dc Maxwell ct particulierement le laplacicn a etc fatalc a ma capacitc dc comprehension en physique. 
D'une decision que je n'ai jamais regrettee, je me suis alors tourne entierement vers les mathematiques, persuade 
que la comprehension de la physique passait d'abord par celle des maths. Sans vouloir 6tre categorique dans 
cette opinion, je n'ai jamais trouve a la repenser, et c'est la meme volonte de bien comprendre les choses qui 
m'aura pousse jusqu'a finir une these dans des mathematiques (soi-disant) tres pures. 

^dont certains sont mathematiciens ! 
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Je voudrais que mes parents trouvent dans ce petit texte et dans ce travail, la recompense de leur efforts 
d'education et Texpression de ma gratitude a leur egard. Enfin, parce que je n'ai peut-etre pas ete tres facile 
a vivre pendant ces annees d'etudes, particulierement celles de these, j'exprime a ma famille mes regrets et 
excuses. 

C'est une grande joie pour moi que de pouvoir remercier mon directeur de these Bertrand Toen. Je me 
souviens de moi lorsque je suis alle le voir en septembre 2003 pour lui demander un sujet de these, tout 
intimide par la reputation qu'il avait laisse parmi les thesards du laboratoire ; il venait a peine de revenir sur 
I'universite et a accepte du jour au lendemain de travailler avec moi. Tres vite, il s'est avere que j'etais plein de 
questions et qu'il etait plein de rcponscs ; Bertrand a eu durant nos annees de collaboration cette competence 
remarquable de comprendre mes points de vue et de devancer mes propres interrogations. Cela m'aura ete 
d'une double economic : je ne perdais pas trop de temps a chercher les reponses a mes questions, et surtout 
a chercher les bonnes questions ! II ne me restait plus qu'a ruminer quelques jours la remarque avant de me 
rendre compte qu'il avait touche le bon point. 

Je le remercie de son incroyable disponibilite : a moins qu'il ne travaillcit deja avec quelqu'un d'autre, il 
ne m'a jamais demande de repasser. II s'est egalement montre particulierement comprehensif et encourageant 
lors de mes moments de doutes. Ecrivant ces Hgnes, il me revient une phrase de Bertrand issue de sa propre 
these, ou il remerciait ses directeurs pour I'avoir encadre avec « beaucoup d'humanite » ; sept ans apres, c'est 
une nouvcllc generation qui lui rctournc le compliment. Je suis heureux d'avoir trouve autour de lui toute une 
troupe de personnes tres sympathiques et abordables (je pense particulierement a Gabriele Vezzosi et Michel 
Vaquie), tranchant agreablement I'image de la sociologie officielle d'un milieu scientifique mene par les luttes 
d'influences des egos. 

Je me suis tourne vers mon domaine mathcmatique, la geometric homotopiquc, a la suite d'une volonte de 
geometriser et de lutter pour le sens de toute cette algebre abstraite (faisceaux, cohomologie, champs...) qui 
pretend qu'elle parle de geometric mais qui n'explique jamais comment ! Au fond, je m'interrogeais maladroi- 
tement sur la notion d'espace et j 'avals bien cru trouver dans les champs un debut de reponse a cette question 
encore mal formulee. Travailler avec Bertrand ne m'a pas trompe, j'ai appris maintenant que la reponse croise 
etonnamment la topologie avec les categories superieures. Plus largement, j'ai reussi grcice a lui a repondre a 
de nombrcuscs questions que je me posais, et dont I'absence de reponses m'aurait condamne a une certaine 
angoisse sinon physique du moins metaphysique. 

Travailler dans ce domaine m'aura donne un point de vue sur les mathematiques assez particulier ou I'enjeu 
n'est pas mis dans les demonstrations - ce que je congois comme une vision logiciste tres reductrice - mais dans 
les definitions des objets. Pour philosopher le temps d'une phrase, les mathematiques ont cela de particulier 
que les objets qu'elles etudient sont exactement leurs definitions ; en consequence, enormement de problemes 
(irregularite de proprietes, representabilite d'objets, ...) peuvent en fait se resoudre "simplement" en trouvant 
une nouvelle definition, deformant legerement I'initiale, mieux, elucidant les limitations de I'initiale et les 
problemes encourus. Un bel exemple d'une telle construction est le traitement homotopique des quotients, dont 
la version geometrique forme la tlicoric des champs. 

Dans ce domaine, les nombreuses conversations avec Joseph Tapia - dont la competence s'exerce particu- 
lierement par la recherche d'un discours precis et juste sur les choses - sur les topos, la logique, les maths 
quantiques et la physique, I'epistemologie et autres sujets auront toujours ete enrichissantes. Avec cela, ses 
blagues inattendues m'auront toujours pris au depourvu. Je suis particulierement content qu'il participe a mon 
jury. 

Carlos Simpson et Bernhard Keller ont accepte de rapporter cette these et je les remercie de leurs rapports. 
Je les remercie aussi avec Georges Maltsiniotis de leur invitation a Nice et a Paris oh j'ai pu exposer mes 
resultats, ce qui est toujours une stimulation importante. Je suis tres heureux que tons les trois aient acceptes 
de faire parti du jury. Enfin, je remercie beaucoup Lawrence Breen d'avoir accepte de presider mon jury. 

Deux personnes meritent une place speciale dans ces remerciements. Tout d'abord, je pense a David Gary, 
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croise au detour d'un cercle mathematique, qui se sera ouvert en un long chemin en ligne droite. David est la 
personne qui a le plus partage mes joies et mes angoisses mathematiques ; ses connaissances philosophiques et 
sa passion epistemologique m'ont, a travers nos nombreuses discussions, aide a apprehender certaines questions 
que peu de mathematiciens se posent (et dont encore moins en cherchent les reponses). En m'en rendant compte 
assez tard, je me suis, parmi mes interrogations, largement lance a la poursuite de cette chimere qu'est le rapport 
des mathematiques au reel. Je pense maintenant qu'il n'y a pas tant de mathematiques que de mathematisation 
ct rcussir a (commcnccr de) degagcr cc point dc vuc sur Ics mathematiques aura etc unc dc mes plus grandes 
satisfactions de mon travail durant ces annees de these. De surcroit, je pense, grace a David, ne pas avoir oublie 
les raisons et questions qui m'avaient pousse a m'engager dans des etudes scientifiques, et de mathematiques 
en particuHer. Je lui dedie la citation de Michel Broue. 

Je pense ensuite a Damien Calaque, croise sous ce soleil de Luminy si favorables aux mathematiques, a qui 
je dois peut-6tre un peu plus qu'il ne le croit. Damien a toujours montre un intergt enthousiaste (pondere par 
son flegme naturel) pour mon type de mathematiques. La ou la plupart des mathematiciens de son domaine, 
a propos de la theorie des champs, se contentent d'anonner un interet formel, il a, lui, ete plus sensible aux 
vertus d'une "vraie" approche geometrique. Son inter6t a souvent ete stimulant pour moi et nos conversations, 
mathematiques ou autrcs, ont toujours ete un plaisir. Je ne peux que nous souhaiter une prospere collaboration ! 
(si on se decide a s'y mettre...) 

II est temps dc passer cnfin aux rcmcrcicmcnts dc mes compagnons d'ctudcs au laboratoirc Emilc Picard. 
Alors que j'etais en dea, en 2002, il s'est cree une ambiance particulierement chaleureuse et exceptionnelle 
entre les doctorants. Sans regrouper I'ensemble des thesards du laboratoire, nous etions neanmoins un grand 
groupe uni, d'abord autour dc notrc groupc dc travail (le GDTE, prononce "g'deuteu"), puis apres par amitie. 
Je leur dois a tous beaucoup sur les plans mathematiques, affectifs et humain. 

Mes premieres salutations seront pour mes camarades de promotions (et leur compagne) : Guillaume Rond 
(ct la douce Opaline Chcsncau) "chef" des thesards aux attributs supcricurs ct grand parfumeur de rhum dont 
la competence a mentir m'aura toujours impressionne ; Nicolas Puignau (et... on ne va citer qu'Aurelie Cavaille 
et son saxo) qui fut le premier a m'integrer dans le groupe du dea et a qui je dois un certain retour a la 
vie sociale ; et Olivier Drevillon, mon cobureau pendant trois ans, tout aussi avide que moi de comprendre la 
physique ou le calcul stochastique. 

II me faut souhgner le rfile important qu'auront eu Guy Casale-Zawichost, Emmanuel Opshtein et Julien 
Keller (feu le bureau 31) durant leurs annees au laboratoire. Guy a ete I'animateur charismatique de notre 
groupe ; bon vivant, il salt generer autour de lui une ambiance extraordinairement enthousiaste, propre a la 
realisation de tous les projets ! Je lui dois une certaine decomplexion et je le remercie en particulier pour tous les 
conscils pertinents qu'il m'a donnc.^ Manu a lui ete I'animateur des premieres annees du "g'deuteu", sa viabilitc 
ainsi que la diversite des themes abordes sont du en bonne part a sa soif de mathematiques. Je lui dois quelques 
bonnes luttes dans la neige et randos a pieds ou en raquettes. Je tiens aussi a mentionner son formidable style 
d'expose. Enfin, Julien (avec qui on m'a si souvent confondu...) aura eu cette vertu admirable, en acceptant la 
presidence du Collectif de Doctorants Toulousain, de politiser notre bande et de la sensibiliser aux problemes 
de I'universite et de la recherche en general. Je le remercie de son engagement, qui a ete courageux et fructueux, 
il m'a enseigne beaucoup de choses et jc lui presente mes excuses quant a mon militantismc approximatif. 

Leur passion des maths a tous les trois a ete la source de la creation et de la richesse du "g'deuteu" ainsi 
que du groupe de travail sur le programme de Mori, ou nous avons tous appris, et fait apprendre, beaucoup de 
belles mathematiques. 

Je remercie egalement Laurent Mazct, coconstructcur du site des doctorants picardicns ct partenaire de 
trop peu de balades en montagne ; Gregoire Montcouquiol, pour gy !be, ses soirees jeux, son pistolet a flechettes 
et pas pour ce cocktail (gris !) qu'il me fit un jour ; Vanessa Vitse, pour son caractere, ses soirees et le pousse- 
rapiere ! Yohann Genzmer pour son humeur chantante et jamais renfrognee (et Johanna Cliappuis a qui je 
dedie un sourire et un clin d'oeil) ; ainsi que Mathicu Fructus (dont je suis tres content de ne pas avoir suivi 

^Je remercie aussi Belinda Zawichost-Casale, sa simplicite et sa bonne humeur auront toujours ete apaisantes et appreciees. 
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le conseil qu'il me donna un jour) pour les rigolades sur les sites web debiles et pour tout le travail efFectue 
dans ses fonctions de representant des thesards aupres du laboratoire. Je termine sur une pensee pour d'autres 
thesards et post/pre-docs, moins frequentes mais que je me reprocherais d'oublier : Magali Bouffet, Arnaud 
Hilion, Sonia Rafi, Eva Miranda et Sergi Simon. 

Je garde d'eux tons d'inoubliables souvenirs de randonnees a la Llagonne, au Canigou ou en Corse, de 
descentes en luge, de cafes et discussions sur la terrasse de I'upsidum, de squattage de bureaux, de deconnades 
sur le web, de bieres du cafe pop', de manifs, de gouters, de barbecues et autres soirees. 

Les circonstances ont voulu que je frequente egalement la nouvelle generation de thesards : Cecile Poirier, 
dont I'energie et la gentillesse ont parfume notre couloir d'une nouvelle fraicheur, Julien Roques, a qui je legue 
le miroir de mon bureau, Anne Granier, Landry Salle, Benjamin Audoux, Michael Ayoul, Maxime Rebout et les 
autres. Je leur legue ces conseils : investissez-vous dans le labo, ne laisscz pas mourir le "g'deuteu" et boycottez 
le CIES (oui, c'est dur quand on a tous I'agreg mais fallait pas la passer !) 

J'en arrive enfin a remercier mes amis proches, qui ont suivit mes travaux sans pouvoir les comprendre. 
La premiere en Hste est Anne-Lise Marchand que je remercie vivement et affectueusement pour sa profonde 
amitie et son soutien constant. Elle fait partie des gens qui ont le mieux suivi ma vocation et qui I'ont le mieux 
comprise. Je lui dedie la citation de Hugo Pratt. Le second est Gregoire Winterstein, que je dois remercier 
pour trop de raisons (du livre de Gleick aux cours de rESM2 en passant par les Monty Python et le Pendule) 
qui font notre complicite depuis toutes ces annees ("it's truly a real honorable experience, a wonderful and 
warm and emotional moment for all of us") et promis ! la prochaine fois j'enleve mes chaussures. Je lui dedie 
le diagramme kabbalistique de la page 5 : lu dans un sens il guerit le cancer et dans I'autre la bStise. D'une 
epoque revolue, je remercie Paul Anel, Gwenhael et Mikael Finkel, vieux camarades de jeux de rSles, pour les 
nombreuses conversations sur tout et n'importe quoi qui ont exerce mon esprit a I'interrogation. Je remercie 
Mathieu Richardoz, Mathieu Eludut, autres vieux camarades rfihstes, et plus recemment Yann Sauvage, a qui 
je dois de nombreux hebergements et des conversations toujours stimulantes. J'ai aussi une pensee pour EHette 
Ferre qu'un curieux destin aura voulu lier au debut et a la fin des mes etudes mathematiques. 

Je remercie Ivane Pairaud de son investissement dans le CDT et de son amitie, notamment ces derniers mois. 

Enfin je voudrais mentionner mes compagnons d'etudes universitaires, dont certains que je n'ai pas vu 
depuis longtemps, avec qui j'ai largement travaille mes TDs, exams et memoires : Julien Orus, Caroline Begaud, 
Renaud Marty et Cedric Pecqueur. 

J'estime avoir ete tres chanceux par rapport aux choix ou aux rencontres que j'ai faits, aux idees que j'ai 
apprises ou degagees ; globalement, tout cela me satisfait et je le dois a toutes les personnes mentionnees. 



« Mais a quoi sert tout ga? » Question embarrassante, qu'on m'a beaucoup pose, et a laquelle je crois 
important d'apporter quelques elements de reponses. 

La premiere rcponsc que je donne regulierement aux non mathcmaticicns est que ga nc sort a rion. D'abord, 
leur expliquer les interets disciplinaires serait vain et puis, au fond, pas tres juste, ceux-ci ressemblant souvent 
a des pretextes, deguisant des inter6ts personnels du scientifique, qui ne travaille pas tant pour la science que 
pour sa curiosite et son plaisir. On peut aussi arguer d'eventuelles applications en physique ou dans d'autres 
domaines, mais, a moins de travailler deja dans cette perspective, cela ressemble plus a un souhait qu'a une 
motivation. Le travail d'un scientifique, au fond, lui sert d'abord a lui : cherchant ses propres reponses, ecoutant 
cellos de ses collogues, inventant des unifications, il construit sa vision des choscs, et c'est bicn la cc qu'on doit 
attendre de lui : qu'il ait un point de vue sur les choses, qu'il soit savant. La question n'est plus alors « a quoi 
ga sert ? » mais « a qui ga sert ? ». 

Dans sa forme enthousiaste, la question est souvent une forme maladroite de la question « de quoi ga 
parle ? » a laquelle il est encore plus dur de repondre ! Les mathematiques n'etant pas une science de la nature. 
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elles n'ont pas de "problematique" facile a resumer et ne forment un tout uni que via le partage d'une methode 
et non d'un substrat d'etude. 

Plus insidieusement, la question peut-6tre aussi le reflet d'un certain discours economico-utilitariste, parfois 
posee pour liumilier le chercheur, qui, sauf s'il travaille sur le cancer ou une autre generalite mediatique, 
aura generalement du mal a justifier I'utilite de ses recherches. Ce type de discours oublie insidieusement le 
mot savant pour le terme asservissant de chercheur. Hugo Pratt, a qui on reprochait de n'6tre qu'un artiste, 
repondait lui par un « dcsir d'etre inutile ». Jc Ic suivrais asscz dans ccttc provocation, si la question est mal 
intentionnee, elle ne merite qu'une reponse narguante, et afflcher une satisfaction a son inutilite me semble tout 
a fait adequat. 

Enfin, la m6me question dans la bouche d'un mathematicien est encore plus embarrassante, parce qu'il faut 
avec les collegues encore plus sauver les apparences ! Mais ceci est une autre histoire. 
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Je dedie cette these a toutes les bonnes idees que j'ai eues pendant son elaboration 

et qui n'en furent pas. 
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Introduction 



« Tu verras, quand on sail ce qu'est un champ, on en voit partout ! » 

Bertrand Toen, automne 2003. 



Ce travail etudie plusieurs problemes de modules pour les categories lineaires et abeliennes, nos resultats 
principaux sont des theoremes d'existence pour les espaces de modules concernes (theoremeQl infra) avec le 
calcul de leurs tangents (theoreme^, ainsi qu'un theoreme de comparaison entre les deux plus importants de 
ces espaces de modules (theoreme El- 

La premiere partie de cette introduction replace le contexte des champs superieurs puis celui des deforma- 
tions des structures associatives et des categories lineaires ; la seconde presente les resultats obtenus dans cette 
etude ; et la derniere expHque le plan des chapitres de la these. 

.1 Contexte 

On retrace d'abord le developpement des champs dans le cadre des problemes de modules. Puis, on definit 
le probleme des modules de categories lineaires, pour lequel on rappelle les resultats de W. Lowen et M. Van 
den Bergh. 

.1.1 Problemes de modules et champs superieurs 

Problemes de modules et faisceaux Comme les ensembles, les espaces geometriques peuvent se definir en 
extension ou en comprehension. La definition en extension correspond, par exemple, a la donnee explicite d'un 
atlas pour I'espace, la definition en comprehension consiste, elle, en la donnee d'un sens aux points de cet 
espace, i.e. d'un probleme duquel les points de I'espace forment les solutions. Un tel probleme, ou les solutions 
forment un continuum, s'appelle un probleme de modules et sa solution un espace de modules. 

Les espaces de modules sont legions (espaces projectifs, grassmaniennes, schemas de Hilbert, modules de 
fibres vectoriels, de courbes, espaces de Teichmiiller, plan de Mandelbrot, deploiements de singularites, etc.) et 
depuis Riemann et ses surfaces, qui sont a I'origine de la notion, la construction-description de ces espaces est 
devenu un enjeu. 

Nombre de problemes de modules apparaissent particuHerement en geometric algebrique ou la "grossierete" 
de la topologie de Zariski complique I'etude en extension ; et depuis les techniques developpees dans les annees 
60 autour de A. Grothendieck, I'enjeu de la construction s'est deplace. Ces techniques, utilisant largement 
le langage des categories a travers celui des faisceaux, permettent de toujours definir I'objet repondant a un 
probleme de modules : le point de vue du foncteur des points caracterise un objet par ses ensembles de points, 
et c'est presque tautologiquement qu'un probleme de modules donne un foncteur des points. L'enjeu n'est plus 
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alors de construire I'espace des modules, qui existe toujours en tant que faisceau, mais de savoir si ce faisceau 
est equivalent a celui d'un espace geometrique. 

Champs Malgre ses succes, I'approche faisceautique a neanmoins vite trouve ses limites, et s'est rapidement 
ouverte sur la theorie des champs. D'une maniere sous-estimee, nombre de problemes de modules ont des 
solutions qui foment naturellement des categories et non plus des ensembles, et ne retenir de ces categories 
que les ensembles de classes d'isomorphie d'objets s'est avere creer des irregularites dans les espaces de modules 
deduits, leur interdisant d'etre des espaces classiques (schemas, varietes). 

L'idee s'est alors imposee que, pour regulariser les proprietes des espaces de modules, il fallait conserver la 
trace de la structure categorielle des points de I'espace des modules. Les champs sont ainsi ce que deviennent 
la notion d'espace topologique (en fait celle, plus subtile, de faisceau) lorsque leurs points ne forment plus des 
ensembles mais des categories. Ceci dit, comme precedemment avec les faisceaux, un probleme de modules 
definit toujours canoniquement un champ, et, avant meme de se demander s'il possedait de bonnes proprietes, 
il a fallu inventer, parce que les champs etaient de nouveaux objets, la classe des champs geometriques, i.e. ceux 
parmi les champs sufHsamment proches des espaces geometriques habituels pour que les constructions connus 
sur ces derniers s'y generalisent. Ce sont, par exemple, les definitions de P. Deligne et D. Mumford ^DMJ ou de 
M. Artin [Arj (voir aussi |LMB| 1. 

Ainsi certains problemes de modules trouvent leur solution non plus sous la forme d'un espace de modules 
mais d'un champ de modules. 

Champs superieurs D'une maniere peut-etre un peu decevante, les champs ont, comme les faisceaux, trouve 
leur limites. Inventes, entre autres raisons, pour representer certains quotients de groupoi'des, il se trouve que 
le quotient d'un groupoi'de de la categorie des champs n'est pas en general un champ, I'obstruction etant la 
possibilite d'obtenir pour les points du quotient des 2-categories et non plus seulement des (1-) categories [Brj . 
Egalement, certains problemes de modules comme celui des complexes traite dans [HSj, ou celui des categories 
traite dans ce travail, qui sont des objets de categories superieures ne trouvent des reponses qu'hors des champs. 

Le dernier ingredient de la theorie des champs a done ete la consideration de categories superieures : les 
champs superieurs sont les objets topologiques dont les points forment des categories superieures. Bien que les 
definitions de ces objets aient stagne un moment faute d'une bonne axiomatisation des categories superieures, 
une notion de champ superieur geometrique a finalement ete propose par C. Simpson |Sim| . reprenant la 
definition d'A. Joyal des champs comme certains prefaisceaux simpliciaux. 

II est notable que les exemples de categories superieures en tant que telles ne sont pas frequents, et qu'on les 
obtient beaucoup plus souvent par la consideration de 1-categories dans lesquelles on a une notion d'equivalence 
plus faible que I'isomorphie. L'inversion formelle des fieches de la categorie qui sont des equivalences donne en 
effet lieu a un phenomene des plus remarquables : I'ambiguite a decrire explicitement les fieches de la categorie 
localisee enrichit celle-ci en une categorie simpliciale, i.e. un modele de categorie superieure pour lequel toute 
les fieches de degre superieur a 2 sont inversibles. 

Afin de travailler avec ces localisations, il a ete invente par Quillen le formalisme des categories de modeles 
[Quil [Hwl [RTTj qui sont devenues des objets de pratique quotidienne pour les manipulateurs de categories 
superieures. Peut-etre encore plus pertinent que la notion de champ superieur semble alors etre la notion de 
champ de Quillen introduite par A. Hirschowitz et C. Simpson dans jHSj. qui permet de manipuler les champs 
superieurs a partir de simples prefaisceaux en categories. Le cadre d'apparition des problemes de modules 
(axiomatise un peu plus bas) fait de la notion de prefaisceau de Quillen une notion merveilleusement adaptee^. 

La notion de champ superieur est cette fois stable par quotient de groupoi'des, precisement, la categorie 
des champs superieurs possede une caracterisation par des axiomes copiant ceux de Giraud pour les topos : 

^Cette notion a tout de meme ses limites et s'avere inadaptee pour I'etude de certains points, par exemple les auto-equivalences 
d'un champ. 
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§ .1. Contexte 



comme les categories de faisceaux sont universelles (essentiellement) pour I'effectivite et I'universalite des re- 
lations d'equivalence, les categories de champs sont universelles pour I'effectivite et I'universalite des relations 
d'equivalence superieures, i.e. des groupoides. C'est la notion de topos superieur de jLull ITV2] . 

Apres les champs Malgre que cette caracterisation en termes topossiques semble clore le developpement des 
objets necessaires a la geometrie et aux problemes de modules, la necessite d'autres elargissements se fait deja 
sentir. Par exemple, la notion de champs superieur dont nous parlous ici est celle de champs en infini-groupoi'des, 
et il semblerait utile de developper une notion de champs en categories superieures qui ne soient pas forcement 
des groupoides (par exemple en categories simpliciales ou de Segal)''. 

Dans d'autres directions, la philosophie de la geometrie algebrique derivee a la Kontsevich-Deligne-Kapranov, 
qui appelle une notion de champs derives formalisee recemment dans |Lu2l ITV3] '). ou la geometrie algebrique 
sous Spec{Z) de |TVa| l attendent leurs developpements.^ 

Complexe tangent Les champs (superieurs ou non) sont des objets tres differents des espaces geometriques 
habituels et attraper leur intuition est difRcile^. Outre la nature de leurs points, la particularite la plus facile 
a attraper des champs est sans doute la structure de leur tangent en un point. Comme ensemble de certains 
points, cet objet doit etre une categoric et elle doit de plus posseder la structure lineaire propre aux tangents. 
De tels objets sont modelisables par des complexes de modules (en degres negatifs) et on parlera done du 
complexe tangent d'un champ en un point. 

De tels objets sont en fait frequents en mathematiques : tons les complexes de cohomologie obtenus pour 
resoudre des problemes de deformations infinitesimales sont des complexes tangents de certains champs, cette 
these I'illustre avec le complexe de Hochschild. 

Champs de modules L'analyse des exemples amene a voir qu'un probleme de modules consiste essentiellement 
en les donnees suivantes : 

- un site S d'objets geometriques de reference {i.e. connus) ; 

- une notion de famille de solutions au probleme parametree par un objet du site, laquelle va toujours de 
pair avec une notion de morphisme entre telle families ; 

- une notion d'equivalence sur ces families, traduisant la relation pour laquelle on veut confondre deux 
families (souvent enrichissable en une structure de modeles) ; 

- et des foncteurs de changement de base le long de chaque morphisme du site, compatible avec les equiva- 
lences (eventuellement quitte a les deriver), pour lesquels la pratique montre qu'ils ne verifient en general 
que des fonctorialites faibles par rapport a la composition dans S. 

Cette axiomatisation basique associe a un probleme de modules un prefaisceau sur le site de base dont les valeurs 
sont des categories avec equivalences (voire des categories de modeles), a partir duquel on peut construire un 
champ de modules^ repondant au probleme des modules (cette construction est detaillee au ill. 2. 111 . 

.1.2 Modules de categories lineaires 

Des modules associatifs aux abeliens La formalisation des problemes de modules en termes de champs a eu 
pour origine des problemes de modules geometriques dans les annees 60 (espaces de fibres, de courbes, etc.), 
et il est assez normal que ce soient des geometres qui aient degage la notion de champ. D'un autre cote, les 
problemes de modules se posaient aussi pour les structures algebriques, et, en I'absence des champs, ils ont ete 

■^Dans les problemes de modules des categories etudie dans cette these, il n'est, au fond, pas tres naturel de se limiter aux seuls 
morphismes qui soient des equivalences. 

'Aura-t-on besoin un jour d'autres objets que des cha,mps-en-categories-superieures-derives-sous-Spec{7j) ? 

^Peut-etre, d'ailleurs, un element retenu contre I'utilisation des champs dans certains domaines mathematiques est le fait que, 
contrairement aux espaces, ils ne se "dessinent" pas; si on pense aux champs avec une intuition geometrique, c'est sans autre 
support dessine que celui des diagrammes commutatifs. 

'^L'expression champs de modules prend le mot champ au sens des champs superieurs. 
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particulierement etudie a un niveau infinitesimal ou la linearisation des phenomenes permet la resolution du 
probleme par des complexes de cohomologie de deformations. Les exemples sont nombreux : groupes Ext pour 
les modules, cohomologie des groupes, cohomologie de Hochschild pour les algebres associatives, de Harrison 
pour les algebres commutatives, de Chevalley-Eilenberg pour les algebres de He, d'Andre-Quillen pour les points 
dans un schema, etc. 

Dans ce cadre, le probleme des modules d'algebres associatives est pose implicitement depuis tres longtemps 
(Particle de Hochschild date de 1945) mais il faut attendre les travaux de M. Gerstenhaber et S. Schack |GS| 
pour elargir la cohomologie de Hochschild aux diagrammes d'anneaux et aux categories lineaires. Depuis la 
cohomologie de Hochschild a connu des expansions a d'autres notions essentiellement associatives (Aoo-algebres, 
dg-categories, etc.) dont la plus recente est peut-etre la definition de W. Lowen et M. Van den Bergh de la 
cohomologie de Hochschild d'une categorie abelienne dans |LVdB2| . 

II est curieux de noter que les degres des groupes de cohomologie classifiant les deformations infinitesimales 
varient avec le probleme : c'est le 0-ieme pour la cohomologie d'Andre-Quillen, le premier pour celle des Ext, 
et le second pour les autres exemples cites. 



Modules associatifs et champs superieurs Une des motivations primordiales pour ce travail a ete la construc- 
tion d'exemples de problemes de modules dont les solutions soient donnees par des champs superieurs. 

Contrairement aux champs en groupoi'des, ou 1-champs, relativement bien adoptes par la communaute 
mathematique, les champs superieurs restent encore des objets peu vulgarises et dont on connait peu d'exemples. 
A cet egard, celui des modules associatifs est peut-etre le plus frappant. 

II est en effet bien connu que les deformations au premier ordre de structures associative sont classifiees par 
le deuxieme module de cohomologie de Hochschild, et que cela s'explique par le fait que la categorie des algebres 
associatives pent se voir comme une 2-categorie, en distinguant isomorphismes interieurs et exterieurs. Si, dans le 
simple langage des algebres, la construction parait artificielle, elle trouve un cadre naturel dans un elargissement 
aux categories lineaires et leurs equivalences (et c'est bien dans ce cadre que se placent M. Gerstenhaber et 
S. Schack dans leur papier fondateur |GS| 1. Les categories lineaires formant des 2-categories, leurs modules 
doivent done former un 2-champ. 

Generalisant la situation de cet exemple, on pent se risquer a etablir le slogan suivant pour les champs 
superieurs : les objets dont les modules infinitesimaux sont classifies par un n-ieme module de cohomologie 
vivent naturellement dans des n-categories et leurs modules forment des n-champs. Ceci elucide la remarque 
sur les degres fait au paragraphe precedent. 

Plus precisement, le complexe de cohomologie classifiant les deformations au premier ordre d'une structure 
A s'interprete comme le complexe tangent du champ des modules au point definit par A (cf. 31. 1.311 . 



Deformations infinitesimales La theorie des deformations infinitesimales des categories lineaires et abeliennes 
a ete developpee, dans les deux papiers de W. Lowen et M. Van den Bergh |LVdBll [LVdB2| . 

Un cadre general pour les deformations est celui des categories fibrees (ou des prefaisceaux en categories) : 
si C — > 5* est une categorie fibree et qu'on a un diagramme 



X ■ 
I 



e C 



e S 



on dit que y est une deformation de x le long de u si x est la fibre de y en u, i.e. si x ^ y induit un isomorphisme 
a; — > u*y (*) ou M* est un foncteur de tire-en-arriere le long de u pour C. Si S est la categorie des schemas 
affines, une deformation infinitesimale est une deformation le long d'un epaississement infinitesimal s — > t de 
s, i.e. d'un morphisme d'anneaux de noyau nilpotent. 

*On peut aussi considerer un isomorphisme u*y x, suivant les contextes il apparait les deux sens. 
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§ .2. Resultats 



W. Lowen et M. Van den Bergh definissent deux notions de deformations : la premiere pour les categories 
lineaires et la seconde pour les categories abeliennes. Dans un langage qu'ils n'adoptent pas, et conformement 
a notre presentation des problemes de modules, ces deux definitions reviennent a considerer deux prefaisceaux 
en categories differents au-dessus du site des schemas affines : le premier est celui dont les valeurs sont les 
categories de categories lineaires et ou le cliangement de base le long d'un morphisme d'anneaux A ^ B est 
donne par le foncteur — i^a B (cf. 9111. 2|l ; le second est celui dont les categories de valeurs sont celles des 
categories abeliennes et ou le changement de base le long de A ^ B est donne par le foncteur Hom^(i?, — ) 
(categorie des B-modules) (cf. ^TTOI 

Leurs resultats principaux dans [LVdBll ILVdB2| sont de montrer que, sous certaines restrictions indispen- 
sables de platitude, les deformations infinitesimales d'une categorie lineaire ou abelienne sont controlees par 
un complexe de cohomologie de Hochschild |LVdB21 thm. 3.1], et que les problemes des deformations d'une 
categorie lineaire C et de la categorie abelienne de ses modules C-Mod sont equivalents |LVdBll thm. 8.16]. 

De la theorie infinitesimale a la globale Voulant construire un objet global classifiant les categories lineaires 
et abeliennes, la contrainte naturelle sur celui-ci est que sa theorie infinitesimale (I'etude de son tangent en 
un point) redonne la theorie de W. Lowen et M. Van-den-Bergh. Or, une fois transposees dans le langage des 
prefaisceaux en categories, leurs definitions offrent des candidats naturels pour les foncteurs des points des 
champs classifiant les categories lineaires et abehennes ; ce sont ces definitions qu'on reprend au chanitre [TTil 

.2 Resultats 

Dans cette section le mot champ est employe par defaut au sens de champ en inBni-groupoides. 

Les differents modules des categories II a paru interessant, tant qu'a construire les modules de categories 
lineaires, de remarquer que celles-ci possedaient naturellement trois notions d'equivalences : 

- I'isomorphie, 

- I'equivalence de categorie, 

- et I'equivalence de Morita. 

Nous avons done construit aux S aill.llllll.2l et [iTr4l les champs de modules pour ces trois relations d'identification, 
notes respectivement CAT ^^°, CAT ^'^ et CAT ^^°^ . En outre, chacune de ces relations elargissant la suivante, 
on dispose de morphismes naturellement surjectifs entre ces champs : 

CAT ^'° » CAT ^"^ » CAT ^''"^. 

II est notable que, dans I'approche utiHsee pour les construire, les foncteurs des points de ces objets ont les 
m6mes categories de valeurs (celles des categories Hneaires) et les memes changements de base ; leur difference 
se fait seulement par les structures de modeles mises sur les categories de valeurs (cf. i|ll.6.6p . 

Nous nous sommes egalement interesses aux modules de categories abehennes (a equivalence de categorie 
pres) pour lesquels le champ AB correspondant est construit au i|lll.3l La notion de categorie abelienne a 
laquelle on se limite est telle qu'elles possedent toutes des petits generateurs et le morphisme naturel, issu de 
I'association a une categorie de la categorie de ses modules, est done surjectif 

Mod ; CAT ^'^ » AB. 

Par definition de I'equivalence de Morita, se factorise CAT ^'°^ , et offre done un diagramme de morphismes 
surjectifs 

CAT ^'" « a4r^« » CAT '^''"^ » AB. 

II est remarquable qu'on ait I'equivalence suivante, qui est une traduction geometrique de la version a la 
Preyd de I'equivalence de Morita. 

THEOREME .1 fthm. [iTTTn)l Le morphisme CAT ^'°'' » M. est une equivalence de champs. 



23 



L'equivalence passe par la construction d'une structure de modeles sur la categoric des categories lineaires 
pour laquelle les equivalences sont les equivalences de Morita, i.e. les foncteurs f : C ^ D qui prolonges aux 
categories de modules f\ : C-Mod D-Mod sont des equivalences de categories. 

THEOREME .2 (thm.EEl} Pour un anneau commutatif A, il existe sur la categorie A-CAT des categories A- 
lineaires une structure de modeles au sens de engendree par cofibrations (cf. |Hov| i pour laquelle les equivalences 
sont les equivalences de Morita et les objets fibrants les categories karoubiennes (cf. definition \ll.3^) . 

Cette equivalence entre CAT ^^°^ et AB doit etre mise en perspective avec la demonstration par W. Lowen 
et M. Van den Bergh de l'equivalence des deformations d'une categorie lineaire C et sa categorie des modules 
C-Mod |LVdBll thm. 8.16]. Leur raisonnement passe par la consideration de la sous-categorie inj{C) des 
injectifs de C-Mod qui, lorsqu'on deforme C-Mod comme categorie abelienne, se deforme, elle, lineairement. 
L'equivalence CAT ^^°^ ~ AB dit essentiellement la meme chose mais avec la sous-categorie C des C-modules 
projectifs de type fini a la place de inj{C) : les deformations lineaires (et pas seulement infinitesimales) de C 
sont equivalentes a celles abeliennes de C-Mod. 

Geometricite Afin d'obtenir des resultats de geometricite sur les champs precedents, il est necessaire d'imposer 
des conditions de finitude sur les objets classifies, celles choisies sont les suivantes : 

- pour CAT ^'^° on se limite au sous-champ Cat ^^° classifiant les categories dont les Hom sont projectifs de 
type fini et qui ont un nombre fini d'objets ; 

- pour CAT ^'^ on se limite au sous-champ Cat ^'^ classifiant les categories equivalentes a celles de Cat ^^° ; 

- pour CAT ^^°^ on se limite au sous-champ Cat ^'°^ classifiant les categories Morita-equivalentes a celles 
de Cai^« ; 

- et pour AB on se limite au sous-champ Ab image du morphisme Mod : Cat^'^ — > AB . 

Le resultat principal de ce travail est le suivant. 
THEOREME .3 (thm. [Vll [Sill [Ell Les champs Cat^'" , Caf'', Cat^°'' et M sont geometriques. 

Tangents Comme on s'y attend, nous demontrons que les complexes tangents de nos champs sont des tronques 
du complexe de Hochschild. Si C est une categorie lineaire, notons HC^(C) HC^(C) HC^(C) ^ . . . 
son complexe de Hochschild de C (definit en Annexe EJ et HZ^ (C) le sous- module de HC^ (C) forme des 
2-cocycles. 

THEOREME .4 rthrn. [iv:5l[iV"Tnl[iV^ 

- Le complexe tangent en un point de Catf'^" correspondant a une categorie lineaire C est 

Der^^ := HC\C) — > HZ'\C) 

oil HZ^{C) est en degre 0. 

- Le complexe tangent en un point de Cat^'' correspondant a une categorie lineaire C est 

Hoch^^ := HC°{C) — > HC\C) — > HZ^{C) 

ou HZ^{C) est en degre 0. 

- Le complexe tangent en un point de Ai) correspondant a la categorie C-Mod des modules sur une categorie 
lineaire C est 

Hoch^^ := HC°{C) — > HC\C) — > HZ^{C) 

ou HZ^{C) est en degre 0. 
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§ .3. Developpements 



En particulier nous demontrons le resultat suivant, elucidant la coincidence des complexes tangents de Cat ^'' 
et Ml. Ce resultat est a comparer avec ILVdBll thm. 8.16] qu'il precise un peu puisque les auteurs n'y considere 
que les foncteurs de deformation en groupoi'des et non en 2-groupoides. 

THEOREME .5 (thm.[iV23 Mod : Caf"^ » M est etale. 

II est tout a fait remarquable que la cohomologie de Hochschild possede ainsi deux champs tres differents 
I'admettant comme tangent. 

Diagramme Essentiellement les resultats de la these se resument par les diagrammes suivant entre champs 
geometriques et leurs tangents fvoir llV.Sl pour un diagramme plus complet) : 

0-etale ^""^J- 




.3 Developpements 

Consequences En consequence directe de la geometricite des champs Ass . Cat ^ et Ah, on pent esperer mon- 
trer que les champs Tiom fX, ^ss ). TYom fX, Cat ^) et TioTn iX. Ab). classifiant les morphismes depuis un type 
d'homotopie X e SENS verifiant certaines conditions de finitude ou depuis un certain schema projectif X , 
sont egalement geometriques. Sans mentionner les conditions de finitudes sur les objets, on pent dire que 
T-Lom iX. Ass ) classifie les faisceaux d'algebres associative sur X, Hom lX. Cat ^.) les gerbes Hneaires sur X et 
Hoin (X. Ass ) les formes tordues de categories abeliennes sur X. 

Les tangents de Hom (X. Cat ,^) et Ti,ora (X. Ab) en un point devraient etre donnes par la cohomologie de X 
a coefficients dans une cohomologie de Hochschild, integrant d'autres cadres de definition de la cohomologie de 
Hochschild de W. Lowen et M. Van den Bergh (cf. [LVd B2 . ch. 7]) et donnant un cadre a la decomposition de 
Hodge de [S3 ch. ?]. 

Les morphismes surjectifs Ass — > Cat ^. — > Ab induisent des morphismes 

nom (X. Ass) — > nom (X.CatJ — > Hom iX. Ab) 

dont seul le second est surjectif (il doit meme rester etale car les tangents sont quasi-isomorphes) , le defaut de 
surjectivite du premier traduisant le fait que toutes les gerbes sur X ne sont pas neutres. 

Champification II se trouve que les objets classifiant les categories lineaires (pour toutes les equivalences consi- 
deres) et abeliennes ne sont pas naturellement des champs et qu'il faut les champifier, operation correspondant 
au remplacement fibrant dans la categorie de modeles des champs. 

Pour chaque probleme de modules aborde dans ce travail, il est pose la question de la description du champ 
associe (c'est a dire de trouver un autre probleme de modules, elargissant le premier, dont le classifiant soit 
naturellement un champ, qui soit equivalent a celui qu'on etudie) et, dans les paragraphes qui en parlent, il est 
fait plusieurs fois reference au travail en cours sur la champification [An: . 

L'etude des problemes de champification de cette these a conduit a trouver quelques enonces generaux {i.e. 
adaptables pour les champs en groupoi'des, en categories, en 2-categories, simpliciaux, etc.) de champification 
dont le point cle est le fait que les modules de champs forment eux-meme des champs. Ce travail ayant ete 
entame trop recemment, il n'a pas pu etre acheve pour figurer dans cette these et, n'etant encore totalement 
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demontres, nous avons choisi de ne pas donner les enonces explicites de description des champification des 
problemes de modules des categories lineaires et abeliennes. Nous donnons seulement quelques indications 
rapides de ce que cela pent etre (etre plus locace prendrait trop de place dans ce travail). 

Le reste du complexe L'un de nos resultats est une interpretation geometrique du debut du complexe de 
Hochschild comma complexe tangent aux champs Cat ^'' et M) et il est logique de se demander si le reste du 
complexe possede ou pas une interpretation geometrique. 

II est deja prouve dans |PS| que le (n+2)-ieme module de cohomologie de Hochschild classifie les deformations 
au premier ordre de la structure associative d'une algebre (discrete) A en une structure de Aoo-algebre sur une 
deformation de I'ensemble A en un type d'homotopie n'ayant de non-trivial que son 7r„ (son ttq restant, bien 
sur, A). 

Depuis quelques annees, se mettent en place des techniques de geometrie algebrique derivee qui peuvent 
donner un sens a cette assertion |Lu2IITV3] . et on pent esperer construire un champ derive des categories lineaires 
pour lequel le complexe tangent serait tout le complexe de Hochschild. Un tel champ, definit, par exemple, sur le 
site de modeles des anneaux simpliciaux |T V3| . devrait classifier certaines categories simpliciales, conformement 
a I'analyse infinitesimale precedente. 

dg-categories Des notions de cohomologie de Hochschild sont definies dans le cadre tres general des dg- 
categories et il est normal d'en esperer une interpretation en terme du tangent a un champ des dg-categories. 

Un champ de modules de dg-categories serait, par exemple, utile pour etudier I'association de sa categoric 
derivee a un schema et donnerait un contexte pour etudier la conjecture de Kawamata sur la finitude de 
I'ensemble des schemas projectifs ayant des categories derivees equivalentes fRouJ. 

En dehors de la geometrie algebrique Les resultats de cette these concernent la geometricite de certains 
champs definis au-dessus du site des schemas affines, et cela la rattache au domaine de la geometrie algebrique ; 
neanmoins, tant les definitions des champs que de la geometricite transcendent ce domaine et on pent souhaiter 
des resultats similaires a ceux de cette these dans le domaine des deformations d'algebres normees, qui infini- 
tesimalement sont donnees par la cohomologie du sous-complexe de Hochschild forme des cochaines qui sont 
des operateurs multidifferentiels. 

Algebres de Lie et autres operades Comme les algebres associatives, les algebres de Lie possedent une 
cohomologie de deformation (celle de Chevalley-Eilenberg) dont il est assez evident que le champ classifiant 
ces algebres a isomorphisme pres admet un double-tronque comme complexe tangent. Peut-etre un peu moins 
evident est qu'il doit exister un 2-champ Cie qui serait I'equivalent pour les algebres de lie du champ Cat pour les 
algebres associatives, et qui, en particulier recupererait tout le debut de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg 
comme complexe tangent. 

Le champ Cat se definit en termes de categories et de leurs equivalences et la notion correspondante semble 
etre des algebres de lie a plusieurs objets, qu'il faut sans doute mieux penser comme les objets infinitesimaux 
correspondant a des groupoi'des de Lie, ces objets doivent former naturellement une 2-categorie, d'ou le fait 
que le champ de modules soit un 2-champ. 

La condition naturelle de finitude naturelle pour obtenir des champs geometriques serait de se limiter aux 
algebres de lie dont le module sous-jacent est projectif de type fini. 

La notion correspondante a celle de categoric abelienne pour les algebres de lie serait les categories de 
representations des algebres de Lie et, compte tenu du contexte, on pent conjecturer que le champ classifiant 
ces categories est geometrique et que le morphisme depuis le champ Cie est etale. 

Plus generalement, on devine que la notion necessaire pour copier la situation des algebres associative et de 
Lie est une certaine operade O dont les algebres possedent une notion de morphisme et de derivation interieures. 
Une telle structure permet de definir des 2-fieches et des equivalences (1-fieches inversibles a des 2-fieches pres) 
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dans la categorie des O-algebres, autorisant la double classification a isomorphisme pres et equivalence pres. De 
telles algebres doivent avoir leurs deformations infinitesimales a equivalence pres contrdlees par une cohomologie 
generalisant celle de Hochschild, dont on pent s'attendre, comme dans le cas associatif, a ce qu'elle coincide 
avec celle de Quillen sauf pour les premiers degres. 

.4 Plan de la these 

Le chapitre Q] pose les definitions et enonce les principales proprietes des champs. La section 11.11 etudie les 
champs simpliciaux ou superieurs, definit leur geometricite et etablit quelques proposition pour le calcule de 
leurs complexes tangents. La section 0| etudie I'objet technique principal de ce travail : les prefaisceaux de 
Quillen. 

Le chapitrejn] definit les categories lineaires et abeliennes et construit les principaux schemas affines qui serviront 
au chapitreliyjdans les preuves de geometricite. La fin du chapitre est dediee a I'etude des structures de modeles 
sur les categories de categories. 

Le chapitre ini] definit les champs associe aux differents problemes de modules etudie dans ce travail. 
Le chapitre liVjcontient les preuves de geometricite des champs precedents ainsi que des etudes de leur tangent. 
A la fin du chapitre se trouve un diagramme commutatif recapitulant les principaux objets et la nature des 
morphismes entre eux. 

L ' annexe 1^ definit la cohomologie de Hochschild d'une categorie lineaire et interprete les premiers modules de 
cocycles et de cobord en les termes habituels. 

L'annexe IbI regroune quelques resultats sur les nerfs d'equivalences de categories de modeles et la localisation 
simpliciale de Dwyer-Kan. 

Enfin, un index contient le vocabulaire principal utilise tout au long de I'etude. 
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Dans tout ce travail on se fixe trois univers U G V e W, et on fait la convention que, si le contraire n'est pas 
precise, tout Ics objcts considoros soront toujours U-potits. Esscnticllement, les difTcrcnts univors n'apparaitrons 
que lors de la considerations de categories de categories, et on oublie de signaler la dependance en I'univers des 
autres categories utilisees. 

On utilise les notions suivantes pour les principales categories utilisees : 

- ENS est la categorie des ensembles U-petits ; 

- SENS est la categorie des ensembles simpliciaux U-petits ; 

- A est la categorie simpliciale ; 

- GP est la categorie des groupes U-petits ; 

- GPD est la categorie des groupoi'des U-petits ; 

- CATu est la categorie des categories U-petites. 

Dans A les objets sont notes [n], ou simplement n, et leurs foncteurs des points dans SENS sont notes A". 
Si X est un ensemble simplicial, on note X„ I'ensemble des n-simplexes de X. 

Dans tout ce qui suit k sera toujours un anneau commutatif fixe dans U, servant de referent absolu pour 
toutes les algebres. 

- COM designe la categorie des algebres associatives et commutatives dans les k-modules U-petits ; 

- AFT designe la categorie des schemas affines sur k (categorie equivalente a COA1°) et, si A e COM., 
ATT A designe la categorie des schemas sur Syec{A) ; 

- pour A G COM, A- Mod est la categorie des >l-modules U-petits ; 

- A-ASS designe la categorie des algebres associatives unitaires dans A-Mod ; 

- A- Ass designe la categorie des algebres associatives unitaire dans la sous-categorie de A-Mod des modules 
projectifs de type fini ; 

- pour B € A-ASS, B-Mod est la categorie des -B-modules U-petits ; 

Par defaut, une algebre commutative sera toujours supposee associative et unitaire. 

pt designe toujours I'objet final de la categorie a laquelle il appartient ; en particulier dans ATT, pt designe 
spec(k), dans ENS il designe un ensemble a un element et dans SENS I'ensemble simplicial constant a un 
element. 

Si C est une categorie C° designe la categorie opposee et C""* le sous-groupoide maximal forme des isomor- 
phismes. 

Dans une categorie de modeles "holim" et "hocolim" designent les limites et colimites fiomotopiques et 
— — le produit fibre homotopique. 

Si G est un groupe ou A une algebre associative unitaire, BG et BA designent les categories a un seul objet 
ayant G ou A comme endomorphismes. 



29 



Chapitre I 



Champs 



II existe plusieurs notions de champs qui se distinguent par la structure de leurs points : classiquement, 
ceux-ci forment des groupoides |LMB| . mais ils peuvent plus generalement etre des categories, et des groupoides 
ou des categories superieurs^. 

Ce chapitre est constitue de deux parties. La premiere definit une notion de champ en infini-groupoi'des, 
nomme champs simpliciaux car ils utilisent le formalisme des prefaisceaux simpliciaux ; puis, suivant |Sim| et 
|TV3| definit une notion de geometricite pour ces champs (cf. 8l.l.2l nour une discussion sur les motivations d'une 
telle definition). La fin de cette premiere partie definit le complexe tangent d'un champs et etablit quelques 
resultats pour les calculer. 

La deuxieme partie du chapitre definit et etudie les prefaisceaux de Quillen, qui sont I'outil technique fonda- 
mental de ce travail. On explique notamment comment un tel prefaisceau definit toujours un champ simplicial. 
L'essentiel de I'etude consiste a etablir des propositions permettant de calculer les champs de morphismes ou 
les fibres des champs associes aux prefaisceaux de Quillen. 

On rappelle que, par defaut, I'usage du mot champ a toujours le sens de champ en inhni-groupo'ides ; les 
champs au sens de |LM6j seront qualifies de 1-champs ou de champs en groupoides. 

1.1 Champs simpliciaux 

Comme les ensembles simpliciaux modelisent les infini-groupoi'des, les champs simpliciaux modelisent les 
champs en infini-groupoi'des. Les references principales pour les definitions et les propositions de la section 
sont les sections 3 ou 4 de |TV2| et les sections 1.3, 1.4.1 et 2.1 de [TV3J. Les references pour les categories 
de modeles sont |Hov| et |Hir| . les notations sont celles de 1' annexe IbI On considere sur SENS la structure de 
modeles classique decrite dans |Hov| . 

1.1.1 La categorie des champs 
1.1.1.1 Prechamps 

Definition 1.1 La categorie des prechamps simpliciaux sur S est la categorie ATT'^ des prefaisceaux simpliciaux 
sur la categorie des schemas affines. 

Comme la structure de modeles de SENS est engendree par cofibrations |Hov| . elle en induit une sur ATT^ 
telle que les equivalences et les fibrations soient definies termes a termes jGJIIDHlj . En particulier, un prechamp 
simplicial est fibrant s'il est fibrant terme a terme. 

^Et meme, au fond, tout objet d'une categorie superieure. 
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Structure simpliciale ATT est une categorie monoidale pour le produit terme a terme dans SENS et SENS 
s'y plonge naturellement en les prefaisceaux constants. Ceci permet de definir un enrichissement de ATT'^ sur 
SENS : pour F et G deux prefaisceaux simpliciaux, si Hom^jr^rA (F, G) designe I'ensemble des morphismes de 
F vers G dans ATT^, on definit I'espace simplicial des morphismes entre F et G par : 

Hom^^^A (C, D) = Hom^^^A (C x A", D) e SEns. 

Le foncteur derive de Hom^^jrA(— , — ) est note RHom^jr^pA (— , — ). 



Yoneda Via le plongement ENS SENS, la categorie des prefaisceaux sur ATT se plonge dans celle des 
prefaisceaux simpliciaux, en particulier les objets de ATT peuvent etre vu comme tels et on dispose d'un 
lemme de Yoneda [TV2] : si X G ATT et F e ATT^ on a une equivalence naturelle dans SENS : 

F{X) ~ Hom^^^. {X, F) ^ RHom^^^. {X, F). 

Horn interne Soient C,D ^ ATT^ le foncteur C ^ CxD admet un adjoint a droite note ou Homj(jrjrA (C, D) 
definit par : 

D'^ := nom_AjrjrA (C, D) : ATT — > SENS 

X ^ Homf^^^|^)A(qx,£'|jf)- 

En particulier, si -ftT G SENS est vu comme prefaisceau constant sur ATT, on a 

C^(X) - Hom^^^A(i^,C)(X) - Romi^^siK,C{X)) - 

Le foncteur derive de 'Hom^jr-p/\ (— , — ) est note RTi.om'^jr-pA (—,—). 

Produits fibres homotopiques Soient Ci A C3 4^ C2 e ATT"" et Ci ^ C[ ^ C3 une factorisation de a en 
une cofibration triviale puis une fibration. Comme la structure de modeles de ATT^ est propre a droite, le 
produit fibre homotopique G\ x^^ C2 pent se calculer comme le produit fibre C( Xcj C2 |Hir[ prop. 13.3.7]. 

Lemme 1.2 Soient Ci A 6*3 C2 G ATT'^ . Le produit fibre homotopique Ci x^^ C2 admet comme modele 

(Ci XC2) XC3XC3C3^'- 

Preuve Le produit fibre homotopique Ci Xp^C2 est equivalent au produit fibre homotopique (Ci XC2) xJi>^^^^C3 

ou c? : C3 ^ C3 X C3 est le morphisme diagonal, et C3 — > C^^ ^ C3 x C3, ou le premier morphisme est issu 
de — + A" et le second est tire de A° x A" A^, est une factorisation de d en une cofibration triviale puis 
une fibration. □ 

1.1.1.2 Faisceaux d'homotopie 

A un prefaisceau simplicial C on associe ses prefaisceaux d'homotopies : 

^o(C) : {ATT)" — > ENS 

X ^ MC{x)) 

(7ro(C) est dit Vespace grossier de C) et si a; G C{X) est un point de C : 

7rn{C,x):{ATT^xr ^ GP 

u:Y^X I > TTniC{Y),U*x) 
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ou les foncteurs 7r„ sont ceux definis sur SENS. 

Definition 1.3 Ces prefaisceaux ne sont, en general, ni des faisceaux, ni meme separes (meme si C est un 
champ) et on definit les faisceaux d'homotopie de C, qu'on note i^n{C) > 0), comme les faisceaux associes 
aux 7f„((7)^. 

Interpretation Si on pense a un ensemble simplicial comme a un infini-groupoi'de, le prefaisceau 7f„(C, a;) 
correspond exactement aux n-endomorphismes de I'objet x. L'interpretation des faisceaux d'homotopie est, 
elle, plus subtile : les points des 7r„(C) ne correspondent pas aux simples recollements de n-fleches, la faute a 
I'operation de separation. Considerons, par exemplc, le faisceau ttq{C) ; tto{C) classifie les objets de C est sa 
separation oblige a confondre certains objets, d'abord les isomorphes, mais egalement ceux qui sont seulement 
localement isomorphes : un objet et toutes ses formes tordues seront confondus dans 7ro(C). II en est de meme 
pour les fleches : la separation de 7r„(C) oblige a confondre une fleche et ses formes tordues dans une classe 
qu'on qualifie de forme locale de la fleche ou de I'objet. Apres separation, on salt qu'il sufflt pour faisceautiser de 
saturer le prefaisceau pour les recollements de ses objets et les faisceaux 7r„(C) classiflent done les recollements 
de formes locales, lesquels ne correspondent pas forcement a des recollements d'objets (puisque cela revient a 
recoller sans la condition de cocycle). C'est, notamment, le fait responsable de ce que le ttq d'une gerbe non 
neutre n'est pas vide. 

Suite exacte longue d'homotopie Soient C ^ D ct pt ^ D dans SENS, il est associe a un produit flbre 

homotopique F := pt x'j^ C et x : pt ^ F une suite exacte longue d'homotopie 

. . . ^ wi{F,x) ^ ni{C,x) 7ri{D,x) TToiF) ^ noiC) ^ TToiD). 

En utilisant le fait que les produits liomotopiques de ATT^ se calculent terme a terme et I'exactitude du 
foncteur de faisceautisation, on associe a. C ^ D ^ pt G ATT'^ et x : pt ^ F := pt x'j-, C la. suite exacte 

. . . ^ 7ri(F,a;) ^ 7ri(C,x) ^ 7ri(£>,a;) ^ 7ro(F) ^ 7ro(C) ^ 7ro(r>). 

1.1.1.3 Equivalences locales et hyper-recouvrements 

Les equivalences de ATT^ , sont les morphismes / qui induisent des equivalences faibles de SENS terme a 
terme, i.e. tels que tous les ??„(/) soient des isomorphismes de prefaisceaux. 

Definition 1.4 On dit qu'un morphismc f : C ^ D € ATT'^ est une equivalence locale si tous les i^nif) '■ 
T^niC) — *■ TTniD) sont dcs isomorphismes de faisceaux, i.e. des isomorphismes locaux de prefaisceaux. 

L'adjectif local est utilise pour rappclcr la dcpcndance via-a-vis de la topologie ; par opposition, les equiva- 
lences de AJ-J-^ sont qualifles d' equivalences globales. 

Definition 1.5 Un hyper- recouvrement d'un objet X e ATT est un morphisme U ^ X & ATT'^ , qui 
soit une equivalence locale et oil, pour tout n, le prefaisceau J7„ est une reunion quelconque de prefaisceaux 
representables. 

Definition 1.6 Un prechamp C est dit de descente si pour tout hyper-recouvrement — > X, la fleche naturelle 

C{X) ~ RHom^jp^A {X, C) — > MHom^^p^pA {U, C) 
est une equivalence dans SENS. 



^Lorsqu'on parle des prefaisceaux ou des faisceaux d'homotopie en gfenferal on oublie, pour simplifier les notations, de noter la 
dependance en un eventuel point base. 
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1.1.1.4 Champs 

Theoreme 1.7 ( jPHII thm. 6.2]) II existe une localisation de Bousfield a gauche de ATJ-^ pour laquelle les 
equivalences sont les equivalences locales. Cette localisation se definit en inversant la classe H des hyper- 
recouvrements. 

Les objets fibrants de cette localisation sont exactement les prechamps qui sont fibrant dans AJ-J-^ et de 
descente. 

Definition 1.8 On note Ch{AJ-J-) la categorie ATT'^ munie de la structure de modeles issue de la localisation 
precedente et on s'y refere comme a la categorie des champs simpliciaux. Les objets fibrants Ch{ATJ-') sont 
appeles les champs simpliciaux sur ATT ^ on conserve pour les autres le terme de prechamp simplicial. 

Le foncteur natural a(= id) : ATT^ — > Ch{ATT) est un adjoint de Quillen a gauche, commutant avec les 
limites homotopiques finies, dent I'adjoint a droite induit un foncteur pleinement fidele Rj : Ho{Ch{ATT)) 
Ho{ATT^). a commute avec les colimites homotopiques finies et les produits fibres homotopiques de champs 
peuvent done se calculer dans la categorie des prechamps. 

Definition 1.9 Les prechamps localement equivalents a un champ C seront qualifies de modeles locaux pom C. 
Reciproquement, si C est un prechamp, un remplacement fibrant D sera qualifie de champification de C. 
Si C ^ D est une equivalence locale, les points de C seront qualifies de points locaux de D. 

Definition 1.10 Un n-champ (resp. un n-prechamp) est un champ C tel que ses faisceaux d'homotopies 7Tk{C) 
(resp. ses prefaisceaux 7ffc(C)) soient triviaux pour k > n. 

Un champ pent posseder des modeles locaux qui ne sont pas des n-prechamps, mais tout champ equivalent 
a un n-prechamp est un n-champ. 

Descente Pour U e ATT^, on a toujours U ~ hocoHm„ J7„ dans ATT^. Soit U ^ X un hyper-recouvrement 
et C un prechamp, on a 

RHom^,(^^^)(C/,C) ^ holim„ KHom^,(^^^)((7„, C) ^ C(C/„). 

La condition de descente pour un prechamp C se recrit sous la forme habituelle en demandant que, pour tout 
hyper-recouvrement U ^ X,\e morphisme canonique 

CiX) — > holim„ C{Un) 

soit une equivalence dans SENS. 

1.1.1.5 Champ diagonal 

Comme le foncteur o : ATT^ — > Ch{ATT) commute avec les Hmites homotopiques finies, on pent calculer 
les produits fibres homotopiques de Ch{ATT) par la formule du lemme Ol 

Definition 1.11 Soient C € ATT^ et X E ATT. A tout couple de points x, y :€ C{X) on associe le prechamp 
diagonal de C en (x, y) ou prechamp des morphismes (des endomorphismes si les extremites coincident) de x 
vers y : 

n^^yC -.^ X x'^c X = [X X X) xc^cC^'. 
Dans le cas ou a; = y on note simplement flxC. 

Le terme de "prechamp diagonal" vient de ce que ilx,yC est la fibre en x x y : X x X — > C x C du 
morphisme diagonal C — > C x C. 
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On deduit de la suite exacte longue d'homotopie associee a ce produit fibre que, pour tout n G N 

7r„(0a:C, e^;) ~ 7r„+i(C,a;) 

(oil ex designe I'identite de x). 



Lemme 1.12 Si C est un champ, alors, pour tout X G ATT et tout x G C{X), Q.xC est un champ. 

Preuve On utilise le fait que les champs soient les objets locaux par rapport aux equivalences locales. Soit 
u : A ^ B une equivalence locale entre deux prechamps, on veut savoir si KHom^ 

A I 



KHom^,,^ i Tr-ir\ (A, r2a;C) est une equivalence dans SENS. Or MHom^^j^^j^rjr) 



flxC{B) et u induit un diagramme commutatif 



pt- 



■C{B) 



-pt 



pt- 



C{A) 



-pt 



ou les fleches verticales sont des equivalences : c'est clair pour les deux extremes et cela resulte du fait que 
C soit local pour celle du milieu. La proposition 13.3.4 de |Hir| assure alors que ^xC{B) rLxC{A) est une 
equivalence. □ 



Lemme 1.13 Si C est un champ et D un de ses modeles locaux, les espaces de chemins de D sont des modeles 
locaux pour ceux de C . 

Preuve Soit D ^ C une equivalence locale ou C est un champ, on veut montrer que, pour tout point x de D, 
ilxD ^xC est une equivalence locale. C'est encore une application du lemme 13.3.4 de [Hi^rj . □ 



1.1.1.6 Morphismes 

On definit quelques qualificatifs des morphismes de champs. 

Definition 1.14 Un morphisme f : C D e Ch{ATT) est dit 

1. un epimorphisme ou essentiellement surjectif si 7ro(/) : TTa{C) T^oiD) est un epimorphisme de faisceaux ; 

2. une gerbe si 7ro(/) : 7ro(C) T^aiD) est un isomorphisme de faisceaux; 

3. pleinement fidele si pour tout n > et tout x € C, 7r„(/) : 7r„(C, x) —> 7r„(I?, f{x)) est un isomorphisme 
de faisceaux ; 

4. ouvert (resp. ferme) si, pour tout X G ATT et tout X — + C G Ch{ATT), XxqD ^ X esinn morphisme 
ouvert (resp. ferme) de schemas. Dans ce cas on dit que C est un sous-champ ouvert (resp. ferme de D. 



Definition 1.15 

- Un morphisme de champs / : C D est dit une gerhe ou connexe si Tra{f) : 7ro(C) ~* 7ro(D) est un 
isomorphisme. 

- Une gerbe f : C ^ D est dite neutre si elle possede une section, i.e. un morphisme s : Z? ^ C tel que 
fs = ido. 

- Un champ C est dit une gerbe ou un connexe si le morphisme structural C pt est connexe, i.e. si 
7ro(C) ~ pt. II est neutre s'il possede un point global. 
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1.1.2 Champs geometriques 

1.1.2.1 Pourquoi la geometricite ? 

Ce paragraphe detaille les raisons de la definition des champs geometriques ; afin d'en faire ressortir I'essen- 
tiel, I'analyse est faite dans un contexte plus general que celui de la geometrie algebrique. 

L'idee essentielle de I'invention des champs est de rendre effectifs et universels les quotients par des grou- 
poides (cf. la caracterisation a la Giraud de la categoric des champs |TV2I §4.9]), mais la completion du site de 
base par les champs est trop forte en un certain sens. 

Comme dans le cas des relations d'equivalences, pour lesquelles la categoric universelle d'effectivite-universalite 
est celle des faisceaux, on va distinguer dans la categoric des champs plusieurs sous-categories correspondant a 
des notions plus ou moins proches de celle d'objets du site S. On rappelle que si S est un site s'enrichissant en 
un contexte geometrique (cf. |To2| et |TV3| pour une version plus generale), on distingue dans la categoric des 
faisceaux sur S, les varietes (ou schemas dans le cas algebrique) correspondant intuitivement au recollement 
d'objets de S le long de la topologie ; et les espaces geometriques (ou espaces algehriques dans le cas algebrique), 
definis comme les faisceaux ayant localement la structure des objets de S, i.e. possedant un morphisme etale 
(isomorphisme local) depuis une variete ; un tel morphisme est dit une carte. Les varietes sont caracterisables 
comme la cloture des objets de S par les relations d'equivalences ouvertes et les espaces geometriques comme 
la cloture pour les relations d'equivalence etales (cf. |LMB1 prop. 1.3] pour le cas algebrique). Ceci donne les 
inclusions pleines de categories : 

S C varietes C espaces geometriques C faisceaux 

Les espaces geometriques, forment une categoric d'objets ou se representent convenablement, par exemple, les 
quotients de M/Q, ou du tore par une action de M donne par une pente irrationnelle, et c'est precisement la 
raison de leur definition^. 

Dans le cas des champs, la motivation et l'idee de la definition sont similaires ; pour representer effectivement 
certains quotients de groupoides, on cherche a definir une classe de champs qui localement ressemblent a des 
objets de S et il apparait essentiellement deux notions differentes pour generaliser les espaces geometriques. 
Tout d'abord, la notion d'isomorphisme local garde un sens dans la categoric des champs et on pent vouloir 
definir un champ ayant localement la structure de S comme un champ possedant une carte au sens precedent, 
i.e. un morphisme etale depuis une variete, on obtient ainsi la notion de champ de Deligne-Mumford. 

Mais ces champs ne permettent pas de representer tons les quotients de groupoides, a commencer par BGg 
et BGtn, I'obstruction etant que les cartes qui sont des isomorphisme locaux ne permettent de recuperer que 
des groupes discrets comme stabilisateurs des points : si C et un champ et X ^ C un morphisme surjectif, 
XxcX ^ X est naturellement muni d'une structure de groupo'ide dans la categoric des champs et son quotient 
est equivalent a C ; si X ^ C est suppose etale, les morphismes X Xc X ^ X sont egalement etales et cela 
force les points du quotient a avoir des stabilisateurs qui sont des groupes etales. 

II faut autoriser des cartes ayant plus de "fibre" pour recuperer des stabilisateurs "continus". On definit 
alors une classe de champs ayant une carte dans S tel que le morphisme soit une submersion (morphisme lisses 
dans le cas algebrique), ce sont les champs geometriques (ou champs d'Artin dans le cadre algebrique, cf. p. ex. 
|Sm^ V En resume, sur le site ATT, on a les foncteurs pleinement fideles suivants : 

ATT C schemas C espaces algebriques C champs D-M C champs geometriques C champs. 

Comme les faisceaux generaux, les champs non geometriques, sont rejetes comme des objets a la geometrie trop 
pathologique. 

II est notable que dans le cas des groupoides algebriques agissant librement, les deux notions de champs 
redonnent la meme notions d'espace geometrique (cf. jLMBI cor. 8.1.1] pour le cas des 1-champs). 

^Ces exemples ne rentrent pas dans le cadre de la geometrie algebrique ; pour des exemples dans ce contexte, cf. |Kn| . 
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1.1.2.2 Geometricite - lissite 

La definition choisie pour la geometricite d'un champ est celle de Simpson mais on utilisera le vocabulaire 
de [TV3j pour parler de n-geometricite, ou n est un entier traduisant la complexity a decrire I'objet a partir 
des objets de base que sont les schemas afEnes : un champ 0-geometrique est obtenu comme quotient d'un 
groupoi'de afhne, un champ 1-geometrique est obtenu comme quotient d'un groupoide O-geometrique, etc. 

Les champs auront done deux indices, le premier traduisant la nature de leurs groupoi'des de points et le 
second leur complexity geometrique. Un champ n-geometrique est toujours un {n + l)-champ. 

On se contente de definir les (-1)-, 0- et 1-geometricites qui suffiront pour les applications, la definition 
generale ainsi que les preuves des proprietes utilisees se trouvent dans |TV3I §1.3.3]. La definition utilise la 
notion de morphisme lisse, qui est definie apres". 

Les definitions sont donnees au cas par cas, n'utilisant pas la notion de n-atlas de |TV3I §1.3.3]. 

Definition 1.16 

1. Un champ est dit (-l)-geometrique si c'est un schema affine. 

2. Un champ est dit O-geometrique 

- si sa diagonale est affine, i.e. si tous les ^x,yC sont des schemas affines ; 

- et s'il possede un morphisme surjectif et lisse depuis une petite reunion de schemas affines. 

3. Un champ est dit 1-geometrique 

- si sa diagonale est O-geometrique, i.e. si tous les flx,yC sont 0-geometriques ; 

- et s'il possede un morphisme surjectif et lisse depuis une petite reunion de schemas affines. 

4. Un champ est dit geometrique s'il est n-geometrique pour un certain n. 



Definition 1.17 Etant donne un morphisme de champ / : C — > D et un morphisme x : X ^ D depuis un 
schema affine, la fibre affine de f en x est le produit fibre homotopique X C. 

Definition 1.18 Si n = —1, 0, 1 un morphisme est dit n-geometrique (ou n-representahle) si ses fibres affines sont 
n-geometriques. Un morphisme representable ou geometrique est un morphisme n-geometrique ou n-geometrique 
pour un certain n. 

Lemme 1.19 ([TV3' prop. 1.3.3.4]) Soit C ^ D un morphisme n-geometrique ou D est n-geometrique, alors C 
est n-geometrique. 

Lemme 1.20 (|| TV3I prop. 1.3.4.5]) Soit C ^ D un morphisme (n — 1) -geometrique oil C est n-geometrique, 
alors D est n-geometrique. 

On deduit de leur definition les proprietes suivantes des morphismes ouverts et fermes. 

Corollaire 1.21 Soit C un sous-champ ouvert ou ferme d'un champ geometrique D, alors C est geometrique 

Lemme L22 Soit f : C ^ D <E Ch{AJ-J-) ou C est n-geometrique et D est {n + 1) -geometrique, alors les 
fibres affines de f sont n-geometriques. 

Preuve Soit X e ATT et X ^ D on considere XxcD~{XxD)xcxcC-C^C^C etant n-geometrique 
XxcD^XxD est n-geometrique et comme X x D est n-geometrique, le lemme ITTqI assure que X Xc D 
est n-geometrique. □ 

''Les definitions des geometricites et lissites se font par recurrence et sont interdependantes, d'ou une presentation, toujours un 
peu maladroite, ou I'on definit I'un avant I'autre tout en y faisant reference. 



37 



/. Champs 



Definition 1.23 Soit C un champ, un morphisme representable, lisse et surjectif X ^ C depuis une petite 
reunion disjointe de schemas (affines) est dit une carte (affine) de C. 

Definition 1.24 Un morphisme f : C D est quasi- compact si toute ses fibres affines admettent des cartes qui 
sont des reunions finies de schemas affines. 

On definit maintenant la lissite. 

Definition 1.25 Essentiellement, un morphisme entre champs est dit lisse si toutes ses fibres affines sont lisses. 
On se fixe un morphisme / : C — > D de champs et on precise la definition dans plusieurs cas. 

1. Si C et D sont {-l)-geometriques, on utilise la notion classique de lissite. 

2. Si C est (-l)-geometrique et D est 0-geometrique, les fibres affines de / sont affines et on utilise la notion 
precedente. 

3. Si C est 0-geometrique et D est (-l)-geometrique, on dit que / est lisse s'il existe F — > C, une carte affine, 
telle que le compose Y ^ C ^ X soit lisse. 

4. Si C et D sont 0-geometriques, les fibres affines de / sont 0-geometriques par le lemmeO^et on utilise 
la notion precedente. 

5. Si C est 0-geometrique et D est 1-geometrique, les fibres affines de / sont 0-geometriques par le lemme 
ll.22l et on se sert des notions precedentes. 

6. Si C est 1-geometrique et D est (-1)- ou 0-geometrique, on dit que / est lisse s'il existe Y ^ C, une carte 
affine, telle que le compose Y ^ C ^ X soit lisse. 

7. Si C et D sont 1-geometriques, les fibres affines de / sont 1-geometriques par le lemme OS et on utilise 
la definition precedente. 

On definit maintenant la notion de morphisme localement de presentation finie. 

Definition 1.26 Essentiellement un morphisme est localement de presentation finie s'il est geometrique et si 
toute ses fibres affines le sont. Soit un morphisme f : C ^ D de champs, on precise la definition en deux 
temps : 

1. si -D est affine / est localement de presentation finie s'il existe une carte Co de C telle que le morphisme 
compose Cq ^ D soit localement de presentation fini comme morphisme de schemas. 

2. si D n'est pas affine, on, demande que toutes ses fibres affines soient localement de presentation finie. 

Definition 1.27 Un morphisme f : C ^ D est dit de presentation finie s'il est localement de presentation finie 
et quasi-compact. 

Definition 1.28 Un champ C est dit lisse ou (localement) de presentation finie si son morphisme structural 
C ^pt Test. 

1.1.2.3 Presentation 

Definition 1.29 Un groupoide geometrique lisse est un groupoi'de s,6 : Gi =t Go dans Ch{AJ-J-) ou s ou 5 est 
lisses et ou Go et Gi sont des champs geometriques. 

Le morphisme d'inversion des fieches d'un groupoi'de etant une involution, il est toujours lisse, on en deduit 
que la lissite de s entrame celle de b et reciproquement ; s et 6 etant lisses, on en deduit que le morphisme de 
multiplication est egalement lisse. 
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Un tel groupo'ide possede une colimite homotopique {i.e. un quotient) dans Ch[AJ-J-) note [Gq/Gi] pour 
lequel Go [Gq/Gi] est une carte. 

Definition 1.30 Soit C un champ, une presentation de C par un groupoide lisse est la donnee d'un groupoide 
lisse Gi ^ Go de Ch{ATT) et d'une equivalence [Go/Gi] G. 

Proposition 1.31 Un champ (n + \)-geometrique C admet toujours une presentation par un groupoide n- 
geometrique lisse. 

Preuve Par hypothese, il existe une carte 0-geometrique x : X C et ri^C est aussi n-geometrique. n^C ^ X 
s'enrichit naturellement en une structure de groupoide n-geometrique, et les morphismes source et but sont 
lisses car tires en arriere Ae X ^ C qui est lisse. □ 

Si on itere la proposition a Vl^C avec une carte xi : Xi ^ on obtient un {n — l)-groupoide VL^^^xC ^ 
Xi et un 2-graphe 

^x\^xG X\ ^ X 

dont on pent se demander s'il s'enrichit en un 2-groupoide. La reponse est en general negative, car la multipli- 
cation rixC y. X ^xC ^ ^xC de ^xC ^ X est un morphisme de champs, et ne se remonte que localement aux 
cartes Xi xx Xi et Xi de VlxC xx ^^xC et flxC. 

Toutefois dans les exemples traites dans ce travail, un tel releve existe et on pose les definitions suivantes. 
(On renvoie a pLl ch. 6] pour les definitions de 2-groupoi'de.) 

Definition 1.32 Un 2-groupoi'de G2 =t Gi =^ Go est dit affine, (resp. schematique, n-geometrique) si les Gi le 
sont. II est dit lisse si les quatre morphismes sources et buts sont lisses. 

Definition 1.33 Un champ G admet une presentation par un 2-groupoide afiine (resp. n-geometrique) lisse 
G2 ^ Gi =^ Go si 

[Gi/Gi] ^ Go 

est un groupoide lisse qui est une presentation de G par un groupoide. 

1.1.3 Complexe tangent et lissite 

On definit le complexe tangent d'un champ qu'on compare avec sa version derivee. Puis on compare la 
notion de lissite avec son pendant derive. 

Soit F un champ et x : Spec{A) ^ F un point affine. Pour un ^-module M on note A(B M I'extension 
infinitesimale au premier ordre de A associee (cf. ^V3, §1.2.1]). On definit Der^(f,M) comme la fibre en x du 
morphisme d'ensemble simpliciaux Map{Spec{A ® M), F) Map{Spec{A), F). 

Definition 1.34 Le complexe cotangent de F au point x, note 1Lf,x, est le complexe de A-modules en degres 
positifs, representant le foncteur 

Derx{F, ~) : A-Mod — > SENS 

M I — > nerx{F,M) 

au sens oil le foncteur 

/iLf,. . A-Mod — > SENS 

M I — > DP {miowLA{l^F.x,M)^^) 

ou 

- ]RHom^(— , — ) est le hom interne derive de la categoric des complexes de A-modules ; 
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- C-° designe la troncation du complexe C ne conservant que les degres negatifs® ; 

- et DP designe la transformation de Dold-Puppe associant un ensemble simplicial a un complexe en degre 
negatif ^ 

est equivalent a IS)erx{F, M) dans la categorie des prefaisceaux simpliciaux sur A-AIod°. 

Cette notion de complexe cotangent, malgre la similitude de son nom, n'a rien a voir avec le complexe 
cotangent de Quillen-Illusie qu'on qualifie de derive afin de le distinguer du precedent. Une difference 
notable est que le complexe cotangent derive deborde a priori en degres negatifs alors que le complexe cotangent 
d'un champ est completement en degres positifs. 

On rappelle maintenant les definitions du complexe tangent derive; puis, le lemme OH compare les deux 
notions, rendant claire la remarque precedente. 

Soit A-Mods la categorie des A-modules simpliciaux, si M G A-Modg, comme dans le cas non simplicial, 
on a une notion d'extension au premier ordre de A par M (cf. |TV3[ §1.2.1]) et on definit I])erx{F, M) de meme 
que precedemment. 

Definition 1.35 Le complexe cotangent derive de F en x, est definit comme le complexe de yl-modules (en 
degres quelconques cette fois) hj^^. representant le foncteur 

Der^{F,-) : A-Mods — > SENS 

M I — > Ber^{F,M) 

au meme sens que precedemment (cf. |TV3[ §1.4.1]). 

On a le resultat suivant de comparaison entre les deux complexes tangents. 
Lemme 1.36 Soit F un champ et x : Spec{A) F un point affine, on a 

^F,x - (L|f^)-°. 

Preuve II est clair que restreint a A-Mod, (hj^^.)-^ represente BerxiF, — ) dans les complexes en degres quel- 
conques, I'equivalence voulue vient du fait que, parce que M est concentre en degre 0, on a KHom^(L^*^^, M) ~ 
EHom^((L^^!;)^o,M). ' □ 

Definition 1.37 Le complexe tangent derive de F au point x est le complexe de ^-modules T|f^ := MHom^ (L^"^^ , A). 
Le complexe tangent de F au point x est le complexe de A-modules en degres negatifs 

Tf,x RiiomA{^Kx,A) ~ RRomA{{Lfrl)^° , A) ~ RRomA{hf l, A)^° = (T^'D^"- 
Par definition de hp^x on a DP{Tf,x) — Dera;(F, A). 

La suite de cette section est devoue a comparer les notions de lissite dans les cadres classiques et derives ; 
on cite abondamment |TV3[ ch. 2.2]. 

On rappelle qu'on s'est fixe un anneau commutatif k de reference et que COAi est la categorie des k-algebres 
commutatives. 

Definition 1.38 On note D^-Ch{AJ-J-) la categorie de modeles des champs sur le site de modeles des k-algebres 
commutatifs simpHciales (cf. jTVSI ch. 2.2]). Les objets de D~-Ch{AT!F) sont qualifies de prechamps derives 
et les fibrants de champs derives. 

6Pour un complexe C = ... C'-^ ^ C° ^ . . . , on definit C^O := . . . C'^ ^ kcr(di) ^ . . . et := ...0 ^ im(dO) 

Ci ^ .... 
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On dispose d'une adjonction de Quillen comparant champs et champs derives f |TV3[ §2.2.4]) : 

i, : D--Ch{ATT) ^ Ch{ATT) : i* 

dont il nous sufRra de savoir que Lii est pleinement fidele f |TV3l lem. 2.2.4.1]), i.e. que la categoric des champs 
se plonge dans celle des champs derives. 

On dispose dans D" -Ch{AJ-J-) d'une notion de hssite, definit essentiellement comme a la definition ll.25l fcf. 
|TV3I §2.2.2]), dont on va prouver que, appHque aux objets non derives, elle redonne la definition II. 251 

Lemme 1.39 Un morphisme de Ch{AJ-J-) est lisse ssi il est lisse dans -Ch{AJ-J-) . 

Preuve Compte tenu des definitions, il est clair qu'un morphisme lisse dans Ch{AJ-J-) le sera dans -Ch{AJ- T) . 
II faut alors montrer qu'un morphisme entre champs non derive lisse dans D~ -Ch{AJ- J-) , Test en fait dans 
Ch{AJ-J-). Soit done f : C ^ D G Ch{ATJ-) lisse dans D~ -Ch{AJ- J-) , on y va au cas par cas. Si C et D 
sont des schemas, la notion de lissite de D~-Ch{AJ-J-) est la classique les deux notions coincident bien. Si C 
est affine et D un champ 0-geometrique, les fibres de / sont des schemas affines et la encore les deux notions 
coincident. Si C est un champ 0-geometrique et D est affine, / est lisse s'il existe un schema representable et 
Di et un morphisme lisse surjectif Z?i — > C dans D~ -Ch{AJ- J-) telle que la composition Di ^ D soit lisse. Les 
raisonnement precedents montrent que Di ^ D et Di ^ C sont en fait lisses dans Ch{AJ-'J-'), on en deduit, 
par definition d'etre Hsse dans C/i(AF^), que / aussi. Si C et sont 0-geometriques, I'etude des fibres affines 
ramene le probleme au cas precedent. 

Le raisonnement se poursuit identiquement pour les cas ou C et D sont 1-geometriques. □ 

On definit deux notions plus forte de Hssite ; la premiere dit que le champs des relevements d'une extension 
infinitesimale est connexe, i.e. que le relevement est unique a isomorphisme pres ; et la seconde que le champs 
des relevements est contractile, i.e. que le relevement est unique a une isomorphisme pres, lui-meme unique a 
un 2-isomorphisme pres, etc. 

Definition L40 

- Un morphisme f : C ^ D est dit 0-etale s'il est lisse et si pour tout x : Spec{A) C, I'application 
tangente T"/ : H^{Tc.x) — > ^^(^'^./(a;)) est un isomorphisme. 

- Un morphisme f : C ~f D est dit etale s'il est lisse et si pour tout x : Spec{A) C, I'appHcation tangente 
T/ : Tc,x) — > ^Dj(x)) est un quasi-isomorphisme. 

M.3.1 Calcul de complexes tangents 

Le but de cette section est d'etablir le corollaire ll.44l Dermettant le calcul des complexes tangents de champs 
definit comme quotients de groupoides. 

On rappelle que COM designe la categoric des k-algebres commutative pour un anneaux commutatif k fixe. 

Soit A e COM le module des differentielles de Kdhler, note flA, est le ^-module obtenu par le quotient 
du v4-module libre engendre par les symboles da ou a G ^ par les relations d{aa') = a{da') + [da)a' et 
d(ka + a') — kda + da' ou a,a' G A etk S k. 

Comme tout module definit un faisceau quasi-coherent sur Spec{A) dont la valeur en A ^ B £ COM 
est VIa ®a B. 

Proposition 1.41 Si A E COM, le complexe cotangent de Spec{A) en un point affine x : Spec{B) Spec{A) 
s'identifie au B -module des differentielles de Kdhler flA (S)a B, en particulier son dual s'identifie au B -module 
derivations de A (cf. [Ei.s., ch. 16]). 

Preuve II suffit de remarquer que, dans le cas afiine, 3erx{Spec{A), — ) est a valeurs discretes. On pent done 
appHquer le resultat classique de representabilite par le module des differentielles de Kahler (cf. p. ex. le debut 
de [EII ch. 16]). □ 
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Notation 1.42 Dans le cas d'un schema affine X, on notera Tx.x le complexe tangent k X en x afin de rappeler 
que c'est un simple module. 



La proposition suivante est le fait essentiel qui permet le calcul des complexes tangents. 

Proposition 1.43 Soient X — S'pec(A) £ AJ-T et un carre homotopiquement cartesien entre champs (munie 
d'une section deb) : 



X ^ H 

tel que c soit lisse, alors on a la relation 

'^H,x - hocolim (fF,s > Tc.as)- 

Preuve On utilise le (1) du lemme 1.4.1.16 de |T V3| . Avec ses notations, ce lemme donne deux triangles de 
complexes 



TT der ^ ^ ]T der 



X Ad F,s 



]T der 
■ ^G/H,bs 



F/X,s 



or, LJI^^^ = done / est un quasi-isomorphisme. Par cartesianite du carre, le (2) du lemme 1.4.1.16 assure que 
e est un isomorphisme. On a done un triangle 



der 
H.x 



TT der 



dont on va montrer que a suite des troncations 

est encore un triangle. II suffit pour cela de voir que la suite 

est exacte ; or, parce que h est lisse (comme tire en arriere de c), on en deduit f |TV3I cor. 2.2.5.3]), que 
i?^(Lf?g) = et la suite est bien exacte. On en deduit le triangle dual 



T 



F.s 



T, 



G,hs 



T 



□ 



Corollaire 1.44 Soient s,b : Gi ^ Gq est un groupoide schematique lisse, et x : X ^ Spec{A) Gq, alors, 
'^[Go/Gi],x est quasi-isomorphe au complexe de A-modules 

TgiXgoX,x *■ Tq^^x 

oil, les Ts^s designe le module tangent du schema S au point s, et oil b* est la differentielle de I'application but 
b restreinte a Gi Xgq X. 
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Preuve On applique la proposition OS au carre 

Gi X Co ^ ^ Go 




X [Gi/Go] 

ou la section est donnee par les fleches identites et ou c est lisse parce que le groupoi'de est lisse. On conclut 
en remarquant que, comme Go, Gi, X et done Gi X sont afSnes, leur complexe tangent s'identifie a leur 
module tangent. □ 



1.1.3.2 Critere de lissite d'un morphisme 

Le but de cette section est d'etablir la proposition 11.501 donnant un critere de lissite des morphismes de 
champs par relevement d'extensions infinitesimales. 

En consequence du lemme Ool on pent utiliser la caracterisation de la lissite dans D~-Ch{ATT) de |TV3I 
§2.2.5]. 

Pour un ^-module simplicial M, flM designe le produit fibre homotopique x'lj dans A- Mods (qui se 
calcule dans SENS) et SM , note aussi designe la somme amalgamee homotopique JJ^v/ dans A-Modg. 

On dit que M est connexe si 7ro(M) = *, en particulier on a alors M ~ SnM dans A-Mods (of. ITVSl §2.2.1]). 

On rappelle le foncteur i* : D~-Ch{AJ-J-) — > Ch{AJ-J-). 

Proposition 1.45 ( |TV3I prop. 2.2.5.1]) Soit f : C D un morphisme geometrique entre champs derives, f est 
lisse si et seulement si 

- i*f est localement de presentation finie dans Ch{AJ-J-) ; 

- pour tout A-module simplicial connexe M et toute derivation d : A ^ A ® M pour lesquels on note 
A®d I'extension au premier ordre associee, tout diagramme 

Spec{A) ^ C 



Spec{A ®rf nM) ^ D. 

admet un relevement, i.e. le morphisme naturel A Q.M A induit une surjection 
noiCiA (Bd ^M)) no (c{A) x^(^) D{A ilM)^ . 

En consequence du lemme Ool on pent utiliser la caracterisation ci-dessus pour les morphismes Hsses de 
Ch{A!F!F) ; le lemme suivant permet de voir comment la situation se simplifie lorsque le morphisme / est dans 

Lemme 1.46 Soit A e COAi et soient M un A-module simplicial connexe (7ro(Af) — *-), d : A ^ A® M une 
derivation et A ®d ^^-M I'extension au premier ordre associee. Alors, on a ito{A ®d ^M) ~ A ®do no{^M) (oil 
do est definit dans la preuve). 

Preuve Soit M<i le premier etage de la tour de Postnikov de M C [TV3l §2.2.1]), on a f7M<i ~ 7ri(Af) ~ 7ro(f7Af). 
Le morphisme naturel M — > M<i induit un morphisme d'extensions au premier ordre A (B M A (B M<i 
et done, en composant par d, une derivation do : A ^ A (B M ^ A (B M<i. On en deduit un morphisme 
T : A(Bd^M A(Bdo ^M<i. L'algebre A(Bdo ^M<i est une extension de A, qui est discret, par QM<i ~ 7ri(Af), 
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discret egalement, elle est done diserete. Par definition du ttq, on deduit alors de r un morphisme d'algebres 
To : TToiA (Bd ^M) — + A (Bdo ^M<i. Comma A est discret, on tire de la longue suite d'homotopie de la fibration 
flM — > A(Bd^M A que TTQ{A(Bd^M) est une extension de 7ro(A) par 7ro(r2M). tq induit done un morphisme 
d'extensions, qui est I'identite sur tto{A) et ■7To{QM) : c'est un isomorphisme. □ 

Corollaire 1.47 Si C d Ch{AJ-F) alors, avec les notations du lemme precedent, C{A (Bd ^M) = C(7ro(A (Bd 
QM)) = C{A (Bd M^M)) 

Preuve C{A ®d ^M) = C(7ro(A flM)) est du a la definition du foncteur i* : Ch{ATT) — > D-Ch{ATT), le 
reste est une application du lemme OH D 

On reformule alors la proposition OH de la maniere suivante. 

Corollaire 1.48 Un morphisme f : C — > D de Ch{AJ-J-) entre deux champs est lisse si et seulement s'il est 
localement de presentation finie et si, pour tout I G A-Mod et toute derivation d : A A (B dont note 
A®dl (g COM) I'extension au premier ordre associee, tout diagramme 

Spec{A) ^ C 



Spec{A ®d I) ^ D. 



admet un relevement. 

Preuve D'apres le corollaire ll. 471 11 suffit de tester le relevement sur tout extension du type A(Bd^M ou flM est 
discret, comme M est suppose connexe un tel module s'ecrit toujours sous la forme SI — /[I] ou I E A-Mod. 

□ 

Afin d'avoir le critere voulu de relevement, il reste a montrer le lemme suivant. 

Lemme 1.49 Toute extension infinitesimale au premier ordre a : A' ^ A E COAi est de la forme A /, oil 
I = kcr(A' ^ A) et d : A ^ A® /[I] est une derivation. 

Preuve On considere un diagramme 



1 a 2 s 

^ A A" 

ou le carre 2 est le pushout homotopique de a,a : A' ^ A dans la categorie des algebres commutatives 
simpliciales et ou le carre 1 decrit A comme quotient de A' par J, c'est aussi un pushout dans cette categorie 
car I ^ A' est un monomorphisme. On en deduit que le carre 




est egalement un pushout. A" est done isomorphe a A(B SI = A(B I[l] et s : A A(B I[l] correspond par cet 
isomorphisme a la derivation nulle. □ 



Le lemme [lT49l et le corollaire II .481 nermettent enfin d'enoncer le critere voulu. 
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Proposition 1.50 Un morphisme f : C — > D de Ch(ATT) entre deux champs est lisse si et seulement s'il est 
localement de presentation fini et si, pour toute Vextension an premier ordre A' ^ A £ COM., tout diagramme 

Spec{A) ^ C 



Spec{A') ^ D. 

admet un relevement, i.e. si le morphisme suivant est surjectif 

MC{A'))^7To [C{A) x%^^^ D{A')) . 



1.1.4 Exemples de champs 

1.1.4.1 Schemas 

L'inclusion ENS — > SENS permet de voir tout prefaisceau en ensembles comme un prefaisceau simplicial, 
en particulier un tel prefaisceau, dit discret, est un champ si et seulement c'est un faisceau. Ce provient de ce 
que dans la condition de descente 11.11 holim^ F{Un) se reduit a lim(F([/o) ^ F{Ui) lorsque les valeurs de F 
sont des ensembles. 

En particulier tout schema definit un champ et, avec la terminologie choisie, les schemas a diagonale afRne 
(i.e. separes) sont 0-geometriques, et les schemas a diagonale schematique separee sont 1-geometriques. 

1.1.4.2 Champ associe a un groupoVde 

Soit G := s,b : Gi =^ Gq un groupoi'de schematique tel que les deux fleches s et 6 soient des morphismes 
lisses de schemas, alors G definit un 1-champ geometrique [Gq/Gi], tel que le morphisme Go — > [Gq/Gi] soit 
une carte. En particulier, [Gq/Gi] est localement de presentation finie si Go et Gi le sont. 

[Go/Gi] est 0-geometrique si s ou 5 sont des morphismes affines, 1-geometrique si leurs fibres sont des 
schemas separes. 

Si Go = pt et Gi = G£n, on note BG£n le champ [pt/G£n]- H classifie les G^„-torseurs et, comme G£n 
a une representation fidele et transitive dans le groupe des automorphismes d'un module libre de rang n, les 
G^„-torseurs sont en equivalence avec le groupoi'de des fibres vectoriels de rang n. On note Veci" le champ 
classifiant ces derniers, on a done BG£n — Vect " et si Vect designe le champ classifiant les fibres vectoriels de 
tout rang on a Vect ~ Yin BG£n - 



1.2 Champs de modeles 

1.2.1 Champs de modules - Champs de modeles 

On formalise I'analyse commencee en introduction sur I'association d'un champ a un probleme de modules. 

L'axiomatisation primitive d'un probleme de modules donne un prefaisceau faible® en categories M (ou 
une categorie fibree clivee) sur un site S (correspondant au type de famille choisie : algebrique, analytique, 
differentiable, etc.), chacune des categories-points M{x) etant munie d'une sous-categorie d'equivalences W{x). 

Terme a terme, on peut localiser M{x) par W{x) et obtenir une categorie simpliciale (cf. |DK]), toutefois 
ces categories simpliciales ne forment un prefaisceau que si les equivalences sont conserves par les changements 

^Comme tout est strictifiable en de vrais prefaisceaux (cf. 31.2.31 on ne parlera plus que de prefaisceaux stricts. 
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de base, i.e. si les W{x) forment un sous-prefaisceau en categories. Dans raffirmative, on note L{M,W) le 
prefaisceau en categories simpliciales obtenu. Les categories simpliciales sont des modeles pour les categories 
superieures (cf. ^B.2ll dont les n-fleches pour n > 2 sont toutes inversibles ; or, comme on se limite a travailler 
avec des champs en infini-groupoi'des, on ne va retenir des categories simpliciales L{AI{x),W{x)) que leurs 
sous-infini-groupoi'des maximaux L(M(a:), Vl^(x))™* (cf. 8B.2|I . Les restrictions conservant I'inversibilite des 
fleches, les L{M{x), Vl^(x))™* forment un sous-prefaisceau L{M, W)™* de L{M, W), on obtient un prefaisceau 
simplicial, note simplement |M|, en composant par le foncteur realisation geometrique du nerf (cf. ilB.2p . 

Cette construction etant donnee, plusieurs problemes se posent a priori, a commencer par le fait que des 
exemples de problemes de modules (complexes, dg-categories) montrent que les equivalences peuvent ne pas etre 
preservees par les restrictions. Ceci amene a devoir deriver les foncteurs de restriction. Ensuite, il faut pouvoir 
calculer explicitement les morphismes dans les categories localises, notamment pour etablir la geometricite 
des champs associes. Ces deux problemes amenent a la consideration prefaisceaux en categories de modeles 
ou prefaisceaux de Quillen, qui est un bon cadre tant pour le calcul des foncteurs derives que pour celui des 
espaces de morphismes. On redeveloppe ici leur theorie en suivant |HSI ITV3] . 

Dernier probleme enfin, les prefaisceaux simpliciaux obtenus par ce procede ne sont en general pas des 
champs (pour des raisons souvent multiples) . Ceci est illustre par les exemples de cette these (cf. 3111.11 3111. 2. 41 
aill.3.2t . Si tel est le cas, I'alternative est la suivante : soit on renonce a ce que I'objet classifiant soit un champ, 
i.e. on renonce a I'operation topologique de recollement des points et morphismes (descente) ; soit le probleme 
de modules etait mal pose, puisqu'il n'est pas stable par I'operation de recollement des points et morphismes. 
Comme il ne parait pas interessant de perdre le recollement, on prendra le second point de vue. Par exemple, 
on considerera que le probleme des modules des categories lineaires est mal pose (cf. 3111. l|l ; le bon probleme 
des modules associe etant quelque chose comme celui des champs en categories lineaires (qu'on traitera dans 

(Ml). 

1.2.2 Prefaisceaux de Quillen 

Les categories de families et les equivalences considerees dans les problemes de modules peuvent souvent 
s'enrichir en categories de modeles ; toutefois, les objets dont on espere que leur modules forment des champs 
geometriques doivent posseder des conditions de finitudes, et cela n'en fait presque jamais des categories avec 
les Hmites ou coHmites, et, a fortiori, des categories de modeles. Heureusement ces categories sont souvent des 
sous-categories pleines de categories de modeles et cela justifie la notion de sous-categorie de modeles (definition 
IB.3P et sous-prefaisceau de Quillen fdefinition ll.52p . 

Ainsi, les champs de modules construit a partir d'un sous-prefaisceau de Quillen seront toujours des sous- 
champs pleins du champ associe au prefaisceau de Quillen. 

1.2.2.1 Definitions 

On renvoie a I'annexeElpour les definitions concernant les categories de modeles. On definit les categories 
suivantes de categories de modeles. 

- CM" est la categorie des categories de modeles avec comme morphismes les adjoints de Quillen a gauche. 

- CMS" est la categorie des categories de modeles simpHciales avec comme morphismes les adjoints de 
Quillen a gauche. 

- SCM" est la categorie des sous-categories de modeles avec comme morphismes les adjoints de Quillen a 
gauche. 

- SCMS" est la categorie des sous-categories de modeles simpliciales avec comme morphismes les adjoints 
de Quillen a gauche. 

- SCMS"^ est la categorie des sous-categories de modeles simpHciales avec comme morphismes les adjoints 
de Quillen a gauche preservant les objets fibrants et cofibrants. 
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Les memes categories avec un exposant d a la place du g designent les categories formees des memes objets 
avec les adjoints de Quillen a droite comme morphismes. 

Definition 1.51 Un prefaisceau de Quillen a gauche (resp. a droite) M sur une categorie S est un foncteur 

M -.S" — > CMS (j-esp. CM'*). 

Un prefaisceau de Quillen simplicial a gauche (resp. a droite) M sur une categorie S est un foncteur 

M : S" — > CMS^ (resp. CMS"*). 

Les morphismes de prefaisceaux de Quillen sont definis comme les transformations naturelles de foncteurs. 
On note Pr{S, CM») (resp. Pr{S, CM"*)) la cate gorie des prefaisceaux de Quillen a gauche (resp. a droite) et 
Pr{S, CMS^) et Pr{S, CMS'*) leurs equivalents simpliciaux. 

On a de meme des notions de prefaisceau faible de Quillen (simplicial ou pas) en relachant les conditions 
de fonctorialite ; le strictifie d'un prefaisceau faible de Quillen est un prefaisceau de Quillen, de meme dans le 
cas simplicial (cf. 31.2.3^ . 

Definition 1.52 Un sous-prefaisceau de Quillen a gauche (resp. a droite) C est un foncteur 

C -.S" — > SCMf (resp. SCM'*). 

Un sous-prefaisceau de Quillen simplicial a gauche (resp. a droite) C est un foncteur 

C -.S" — > SCMSf (resp. SCMS"*). 

En particulier, un sous-prefaisceau de Quillen est toujours un sous-prefaisceau d'un prefaisceau de Quillen de 
m^me orientation. 

Les morphismes de sous-prefaisceaux de Quillen sont definis comme les transformations naturelles de fonc- 
teurs. On note Pr{S, SCM^) (resp. Pr(S, SCM**)) la categorie des prefaisceaux de Quillen a gauche (resp. a 
droite) et Pr(5, SCMS^) et Pr{S, SGMS'^) leurs equivalents simpliciaux. 

Soit C un sous-prefaisceau de Quillen. Pour s e on note C(s) la valeur de C en s. On definit Wc{s) comme 
la sous-categorie des equivalences de C(s) et C{s)'^, C{s)^ et C{s)'^^ respectivement comme les sous-categories 
des objets cofibrants, fibrants et fibrants-cofibrants de C(s). Pour * = c, / ou c/, Wq{s) designe Wc{s)C\C{s)* . 

L2.2.2 Prefaisceaux de morphismes 

Soient M : S° ^ SCM^ un sous-prefaisceau de Quillen simplicial gauche et x,y £ M{s) pour s € S. 
D'apres le 8B.4.3I on pent associer a cette donnee un prefaisceau faible a valeurs dans iJo(SENS), dit 
prechamp des morphismes dans M de x vers y essentiellement donne par : 

MapM{x,y) : {S/s)° — > Ho{SENS) 

u : t s I — > Map'j^j^{'Lu*x,hu*y) 

t' ^t^ s I — > Map{v) 

ou Map{v) est la fleche dans i7o(SENS) : 

Map'i^^{]Lu*x,hu*y) Map'j^j^{]Lv*hu*x,hv*hu*y) ^ Map^|^ (L(Mw)*a;, L(uu)*y) 

Dans le cas ou M : S° SCM^ est en fait a valeurs dans SCMS^j, on a un modele simplicial pour 
MapM{x,y). 

£qfj{x,y):{S/s)° SENS 

u:t^s ^ ^^t,^{u*{x-^),u*{y'f)). 

ou, pour X G M, x'^^ est un remplacement fibrant cofibrant de x. 
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1.2.2.3 Classifiants 

Soit C un sous-prefaisceau de Quillen, on pose plusieurs notations pour des objets associes qui reprennent 
celles du JbH 

Si C est de Quillen a gauche (resp. a droite), la composition par le foncteur \W1\ : CM^ — > SENS (resp. 
\Wi \ : CM^ ^ SENS) permet d' associer a C un prefaisceau simplicial note |C|. Dans le cas gauche, on a : 

|C| : S" — > SENS 
s ^ \W^is)\ 
u:t^s I — > \u*\:\W^{s)\^\W^{t)\. 



Definition 1.53 Par la nronosition IB. 51 chanue un classifiant pour {C {s) , Wc (s)) et |C| sera dit 

le prefaisceau (ou prechamp) classifiant canonique du sous-prefaisceau de Quillen C. On dira aussi que |C| est 
un sous-prechamp de Quillen. Dans le cas ou C est en fait un prefaisceau de Quillen on parlera de |C| comme 
d'un prechamp de Quillen. Si S est un site, le champ associe a |C| est note C et est appele le champ associe au 
probleme de module C. 

Dans le cas d'un sous-prefaisceau de Quillen a valeurs dans SCMS*j (ou *=g ou d), on dispose d'un autre 
prefaisceau classifiant pour C, aidant au calcul des prechamps de morphismes. Si C est un sous-prefaisceau de 
Quillen, en utilisant le foncteur G : SCMS*^ -> SCAT (cf. et | - | : SCAT ^ SENS (cf.ESJ, on definit 

le prefaisceau simplicial |^/(C)| par : 

\g{C)\ : S" — > SENS 

s ^ \g{c{s))\. 

Proposition 1.54 Si C e Pr{S, SCMS*y), ou *=g ou d, alors \C\ et \g{C)\ sont equivalents (pour les equivalences 
glohales de prefaisceaux simpliciaux) . 

Preuve C'est un corollaire immediat de la nronosition IB. 61 et du fait que les changements de base respectent 
les objets fibrants et cofibrants. □ 

1.2.2.4 Espaces de chemins 

On renvoie au ^l.l.ll nour la definition du prechamp ^}x,yC associe un prechamp simplicial C pointe en deux 
objets X et y. 

Proposition 1.55 Soit C e Pr{S, SCMSf^)), seS etx,ye C(s) 

^x,y\C\ ~ £qc{x,y). 



Preuve Cela provient de la nronosition lB.6l et du fait que les changements de base respectent les objets fibrants 
et cofibrants. On a les equivalences de prechamps : 

n^JC\c^^xjg{C)\^£q^{x,y). 

□ 
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1.2.3 Prefaisceaux faibles de Quillen 

Le cadre naturel d'apparition, ou de formalisation des problemes de modules n'est pas tant celui des prefais- 
ceaux que des prefaisceaux faibles. De ce fait, historiquement, les champs ont plutot ete developpes en termes 
de categories fibrees scindees clivees, langage equivalent a celui des prefaisceaux faibles (cf. SGAl , ch. VI]). Ce 
double langage correspond a modeliser un objet par sa categorie des points ou son foncteur des points ; on a 
prefere dans ce travail le point de vue fonctoriel. 

Dans cette section on definit les prefaisceaux faibles de Quillen et on prouve que leur strictifie est un pre- 
faisceau de Quillen. Puis on prouve que les espaces de morphismes d'un prefaisceau faible de Quillen simplicial 
et de sont strictifie sont canoniquement isomorphes. 

1.2.3.1 Strictification 

On se contente de rappeler brievement certaines definitions et de poser quelques notations, la reference prise 
est [Hall ch. 5 <Sd App. B]. 

Definition 1.56 Soit S une categorie, si H est une 2-categorie (faible ou stricte), on definit un prefaisceau 
faible C sur S a valeur dans H par essentiellement la meme donnee qu'un prefaisceau mais ou la condition de 
fonctorialite est donnee par un 2-isomorphisme Cy^u : c« o c„ c-uu rendant commutatifs tons les carres 

(1.1) 



Soient C et D deux prefaisceaux faibles sur S, une transformation naturelle faible (a, a) est la donnee 

- pour tout objet s de S' d'un foncteur as : C{s) ^ D{s) ; 

- et pour tout morphisme u : t ^ s € S d'un isomorphisme naturel q;„ faisant commuter le diagramme 



c 


ai 

s) ^ 




» 










a-j 

C{t) — ^ 





{i.e. au ■■ at o Cu ^ du o a^) 
- tels que, pour toute paire de morphismes t' ^ t ^ s de S \e diagramme suivant soit commutatif 




Ofc o Cuv dv o aj o d. 



duv ° CLi ^ ~ dyoduo flj 
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Ce diagramme correspond aux cinq fagons d'aller de C{s) a C{t') dans le diagramme suivant : 




C{t')^D{t'). 

Une transformation naturelle faible est un isomorphisme naturel faible si tons les q;„ sont des isomorphismes. 
On a egalement une notion de 2-transformation naturelle qu'on ne detaille pas. 

Toutes ces definitions definissent une 2-categorie des prefaisceaux faibles sur S a valeurs dans H, notee 
Prf{S,H). Par opposition au prefaisceaux faibles, les prefaisceaux seront qualifies de stricts. La categorie 
Pr{S, H) des prefaisceaux stricts de S" a valeurs dans H est munie d'un morphisme pleinement fidele l : 
Pr{S,H) Prf{S,H). 

Si H — CAT, la categories des categorie, vue comme une 2-categorie, un prefaisceau (strict ou faible) 
a valeurs dans CAT est dit un prefaisceau (strict ou faible) en categories. Dans ce cas une transformation 
naturelle faible (a, a) . C ^ D est la donnee pour tout objet s G S' de foncteurs as : C{s) ^ D{s) verifiant les 
conditions de la definition, (a, a) est dite une equivalence si tons les q;„ sont des equivalence de categories. Ces 
sous-categories d'equivalences de Pr{S, CAT) et Prf{S, CAT) s'enrichissent en des structures de modeles (cf. 
[Hdl ch. 7]). 

Si C est un prefaisceau faible en categories on rappelle (cf. jHoll ch. 5]) que son strictifie C est le prefaisceau 

C := Hompr/(s^cAT)('i(-), C') 

ou hompr/(5,cAT)(~: C*) est le foncteur des points de C dans la categorie Pr/(S', CAT) et ou est le 

foncteur S Pr(S', ENS) ^ Pr(S', CAT) ^ Fr/(S', CAT) (la premiere fieche est le plongement de Yoneda). 
Cette construction definit un foncteur S : Prf{S, CAT) Pr{S, CAT) adjoint a droite de i. 

Proposition 1.57 ( |Holl cor. 7.4]) Avec les notations precedentes, I'adjonction i : Pr{S, CAT) Prf{S, CAT) : S 
est une equivalence de Quillen. 

Definition 1.58 Un prefaisceau faible de Quillen a gauche (resp. a droite) sur S est un objet de Prf{S, CM^) 
(resp. Prf{S,CM'^)) ou Prf{S, CM^) (resp. Prf{S, CM'^)) est pris avec sa structure naturelle de 2-categorie 
donnee par les transformations naturelles de foncteurs. 

Proposition 1.59 Le strictifie d'un prefaisceau faible de Quillen (resp. simplicial) est canoniquement un pre- 
faisceau de Quillen (resp. simplicial). 

Preuve Soit C un prefaisceau faible en categorie sur S" et C sont strictifie. Pour chaque s S S* on a une 
equivalence de categories C(s) ^ C{s) qu'on va expliciter et par laquelle on pent transporter la structure de 
modeles de C{x) sur C{s). 

Un objet (a, a) de C(s) consiste en la donnee 

- pour tout u : i ^ s G S* d'un objet € C'(t) ; 

- pour tout t' ^ t ^ 3 d'un isomorphisme '■ Cvio-u) — > o-uv G Git') 
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tels que pour tout t" ^ t' ^ t ^ s € S \e diagramme 



soit commutatif. _ 
Un morphisme m : {a, a) (6, (3) de C{s) est la donnee 

- pour tout u : t ^ s ^ S de morphismes niu : Uu ^ bu € C{y) ; 

- tels que pour tout t' ^ t ^ s £ S \e diagramme 

5- 6"". 



soit commutatif. 

Les equivalences entre C(s) et C(s) sont donnees par les unites et co-unites de I'adjonction de strictification 
sont les foncteurs extension et troncation : 

e : C{s) — > C{s) 

a I — > (a, a) := ({c„(a)}„, {cu,v ■ £uC„(a) -> Cuv{a)}v) 
m:a—>b i — > m := {c„(m) : c„(a) ^ c„(6)}„ 



T : C(s) — > C{s) 
(a, a) = ({a„}„, {q!„}^,) i — > ai^ 
m = {mu}u ■■ {{au}u, {av}v) {{bu}u, {Pv}v) ' — > nii^ : ai^ bi^ 



On se sert de ces equivalences pour transporter la structure de modeles de C(s) sur C(s) en les transformant 
en equivalences de Quillen. Si u : t ^ s et v : t' —> s' sont deux fleches d'une categorie C, on dit qu'elles 
sont isomorphes s'il existe a : x ^ z et b : y ^ t des isomorphismes tels que va = hi. ; les sous-categories 
d'equivalences, de cofibrations et de fibrations de C(s) sont alors donnees par les clotures pour I'isomorphisme 
des fleches des sous-categories image par e des sous-categories des equivalences, des coflbrations et des flbrations 
de C{s). 

En particulier une fleche m de C(s) est une equivalence, une cofibration ou une fibration ssi T{m) = nii^ 
en est une. En revanche les autres m„ peuvent ou pas 6tre des equivalences, des coflbration ou des flbrations. 
Toutefois, si C est de Quillen a gauche (resp. a droite) m est une cofibration (resp. une fibration) ssi tons les 
m„ en sont ; il en est de meme avec les cofibrations et les fibrations triviales. 

A un morphisme x ■ t ^ s G C est associe un foncteur de changement de base : C(s) — > C{t) qui se 
decrit au niveau des objets par 

(a, a) = {{au}u,{av}v) ' — > c^ia^a) = ({a^,}„', {a^,}„') = {{au'^ju' , {av'jv') 
et au niveau des fleches par 

m = {niuju I — > Cx(m) = {m^,}„' = {niu'xju'- 
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Ainsi, si C est de Quillen a gauche et que m est une cofibration (resp. une cofibration triviale), i.e. si tous les 
m„ sont des cofibrations (resp. des cofibration triviales), il en est de meme de c^irn) : les foncteurs preservent 
les cofibrations et les cofibrations triviales. 

II reste a voir que les changements de base sont adjoints a gauche ; pour cela on considere le diagramme de 
foncteurs : 

C(s)^-C(s) 
C{t) —T^ C{t) 

ce diagramme est commutatif a un isomorphisme naturel pres donne essentiellement par les Cv,u : Cm o Ct, — > Cyu- 
Ainsi est adjoint a gauche (ou a droite) car equivalent au foncteur qui est adjoint a gauche (ou a droite) 
si C est de Quillen a gauche (ou a droite). 

Pour la structure simpliciale, on la transporte des C(s) vers les C{s) par e en posant, pour tous K G SENS 
et {a, a) = ({cu(a)}„, { (a) Cuv{a)}v) e C{s) 

K ® (a, a) := {{K ®Cu{a)}u, {c^^ : c^{K ®Cu{a)) K ®Cuv{a)}v) 

ou est la composition 

Cv{K ® Cu{a)) K Ci,(c„(a)) — ^ K ® c™(a) 

ou ky est I'isomorphisme de la structure simpliciale de €„. e etant essentiellement surjectif, on prolonge cette 
definition aux objets qui ne sont pas dans son image module le choix d'un isomorphisme vers un objet de 
I'image. 

Les axiomes M6 et M7 de la definition |Hir[ def. 9.1.6] des categories de modeles simpliciales sont verifiees 
car e est une equivalence de categorie. □ 



1.2.3.2 Prechamps de morphismes 

Le resultat principal de cette section est le lemme 11.641 etablissant qu'un prefaisceau faible en categories 
simpliciales fdefinition ll.63ll et son strictifie ont les memes prefaisceaux de morphismes entre deux objets. II est 
I'outil technique principal de la nronosition II .651 aiitorisant le calcul de la diagonale des champs associes aux 
prefaisceaux de Quillen. 

Le lemme suivant etablit que les ensembles de morphismes entre deux objets d'un prefaisceau faible en 
categories forment naturellement des prefaisceaux. 

Lemme 1.60 Soit C est un prefaisceau faible en categories discretes sur S, et soient, pour s G S, deux objets 
X et y de C(s), Alors 

Ilom^{x,y) : {S/sY — > ENS 

u:t^s I — > Hompj^^^(u*a;, 

t' ^ t ^ s I — > o w* : Homgj.jj(u*a;, u*y) ^ HomjS,|.j,^((-yu)*a;, (wu)*?/) 
oil ip est issu de I'isomorphisme v*u* (vu)* , est un prefaisceau. 

Preuve On note c„ les transitions et Cu,v les isomorphismes de fonctorialite de C. On considere un objet s G S* 
et deux objets x,y G C(s), pour tout i' i s G 5* on a un isomorphisme 
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duquel on tire un isomorphisme 

iIju,v ■■ Honig^j,^(c 



Honi^(a;,2/) est un prefaisceau ssi pour tout triplet de morphismes t" t' t s on a 

. e. dans le diagramme suivant on veut montrer que 3 = 2 o 1 

1 



Homg^j^ {CuX, CuV) Rom^f^,) (c 



■C(t' 




Homg^j,,^ (c^c^CuO;, c^c^c„y) — ^ Homg^j„^(c 



Hom^^j//^ (C^yijCu,X, CmyCy,y^ > HOIll^^.^f,-j(^CyjyiiX^ ^wvuV) 



II sufEt pour cela de montrer que les trois carres A, B ct C sont commutatifs : pour A, c'est la definition de 
7d,-uj ; pour C, c'est la relation de coherence des 7 et pour B, c'est la fonctorialite de Cj,,. □ 

Lemme 1.61 Deux faibles prefaisceaux faiblement isomorphes donnent lieu a des prefaisceaux de morphismes 
isomorphes. 

Preuve Soit C et D deux prefaisceaux sur 5* et (a, a) : C ^ D un isomorphisme naturel faible entre eux. Soient 
s & S ei x,y & C{s) dont on note et Uy les objets correspondant dans D{s). On a les deux faisceaux des 
morphismes : 



Homg(ar,t/):(5/sr 
Yiom.^{ax,ay) : {S/s)" 

t ^ S 



ENS 

Hom^^(c„a;,c„y) 



^ ENS 

^ Hom^^(d„ax,dMaj/). 
entre lesquels (a, a) induit un morphisme : 

a„ oa : C{t)(cuX,Cuy) — > D (t) {aCuX , acuv) D{t){d 
Pour que ce morphisme soit un morphisme de prefaisceaux il faut verifier que, pour tout v : ^ t,\e diagramme 

~ rv..nn. ~ . — . — ■ 

D{t){duax,duay) 



C{t){cuX,Cuy) 



C(t ){CuvX,Cuvy) a„„oa -^(^ ){duvO'X': duv^y) 
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est commutatif. Pour cela il sufRt de montrer que les sous-diagrammes A, B, C et D du diagramme suivant 
sont commutatifs : 



C{t){cuX,Cuy) 



D{t){aCuX, acuv) ■ 



D{t){duax,duay) 



C{t'){cyCuX,CyCuy) ^ D(t'){acyCuX, acyCuu) ^ D{t'){dyaCuX, dyUCuy) — — ^ D(t'){dyduax,dyduay) 



C{t')[cuvX, CuvV) a — ^ D{t'){aCyuX, acyuv) ' 



D{t'){d 



Or, la commutativite de A est due a la definition des a ; celle de B est de a la fonctorialite de ; celle de C 
est de a la fonctorialite de a ; celle de D, enfin, est de a la condition de coherence pentagonale de (a, a). □ 

Compte tenu qu'un prefaisceau faible et son strictifie sont toujours faiblement isomorphes, on a le corollaire 
suivant. 

Lemme 1.62 Soient C un prefaisceau faible sur S en categories et, pour s E S fixe, deux objets x,y de C{s). 
On note C le strictifie de C . On a un isomorphisme canonique de prefaisceaux en ensembles : 



Y{om^{x,y) Home (2;, y). 



SENS est une categorie monoi'dale ; on note SENS-CAT la 2-categorie des SENS-modules dans CAT. Une 
categorie C qui est un module sur SENS s'enrichit naturellement en une categorie simpliciale, notee (cf. 
[H^ ch. IV] et 

Definition 1.63 Un prefaisceau faible en categories simpliciales est un prefaisceau faible a valeur dans SENS-CAT 
(cf. definition ^l.56|l . Une telle donnee definit toujours un prefaisceau faible a valeurs dans SCAT et c'est ce qui 
en justifie le nom. 

Le strictifie d'un prefaisceau faible en categorie simpliciale est son strictifie comme prefaisceau en categorie, 
comme demontre dans la preuve de la nronosition 11.591 il est canoniquement muni d'une structure de SENS- 
module. 

Si C £ SCAT, on note C„ la categorie de ses n-simplexes. La definition II. 631 est telle que, pour tout n S A 
et tout prefaisceau faible en categories simpliciales C, les prefaisceaux en categories Cn '■ s ^ C{s)^ soient 
faibles au sens de la definition II. 561 

Si C est un prefaisceau faible en categories simpliciales sur S, et si, pour s ^ S, x ei y sont deux objets de 
C(s), on definit le prefaisceau simplicial 

lloxn^{x,y):{S/sY — > SENS 

u:t^s I — > Hom^j.^^ M*?/) 

t' ^ t ^ s I — > ao V* : Hom^j.^^ {u'x, u*y) — > Hom^^^,^ {vu)*y) 

ou, Hom~^^^(— ,— ) designe I'ensemble simplicial des morphismes dans C{t) et ou a designe I'isomorphisme 

v*u* (vu)* . 

Lemme 1.64 Soient C un prefaisceau faible sur S en categories simpliciales et, pour ,s G S' fixe, deux objets 
x,y de C{s). On note C le strictifie de C. On a un isomorphisme canonique de prefaisceaux simpliciaux : 

Hom^(a;,?/) ^ Hom^(a;,?;). 
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Preuve Cela decoule du lemmeOSen remarquant que, pour tout n G A, Honi^(a;, ?/)„ — }iom^{x (X) A", y) ~ 
Homcix® A", y) = Home {x,y)n- □ 

Proposition 1.65 Soient C un sous-prefaisceau faible de Quillen simjfUcial dont les restrictions conservent les 
objets fibrants et cofibrants et, pour i & I fixe, deux objets x,y de C^^ . On note C le prefaisceau de Quillen 
strictifie de C. On a une equivalence (globule) de prefaisceaux simpliciaux : 

n,y\C\^Eq^,{x,y). 

Preuve C'est un corollaire immediat de la proposition II .551 et du lemme WIEaI □ 

Corollaire 1.66 Si C_ est le champ associe a un sous-prefaisceau faible de Quillen simplicial C dont les res- 
trictions conservent les objets fibrants et cofibrants et si x,y deux i-points de C^-f et si alors Eq^(a;,?/) est le 

champs associe au prechamp Eq^(x, y), on a 

ilxyC ~ Eq^{x,y). 

Preuve D'apres le lemme [TTsl on a 

□ 

Pour deux objets a; et y non fibrants-cofibrants d'un sous-prefaisceau de Quillen simplicial C, on considere 
Tx, et Ty on T est un foncteur de remplacement fibrant-cofibrant ; comme pour tout objet z, z et Tz sont 
fonctoriellement equivalents, on a des equivalences (canoniques) ilx,yQ. — ^Tx.TyQ. — Eq~(Ta;,Ty). 

1.2.4 Critere de lissite 

Soient / : Af — > iV un morphisme entre deux sous-prefaisceaux de Quillen. Pour A un anneau et A' ^ A 
une extension infinitesimale au premier ordre de A, on a le diagramme commutatif suivant : 

M{A') N{A') 



M{A) NiA) 

J A 

ou les fleches horizontals sont celles de / et les verticales les restrictions de M et iV. 

D'apres la proposition 11.501 le morphisme de champs associe a /, / : M ^ iV est lisse ssi I'appHcation 
naturelle ~^ \^m{a) \ \ \^n(A') \ surjective a homotopie pres. 

On note {x,y, z,u,v) les objets de M{A) XAr(^) N{A') (cf. 3B.6II . Un objet m de M{A') donne dans 
M{A) XNiA)N{A') I'objet {fi{m), fAiKm)) ^ HfA'im))jA'im),id,id). 

Proposition 1.67 (On utilise les notations precedentes et celles du W.61 ) Soit f : M ^ N un morphisme 
de Quillen a gauche entre deux prefaisceaux de Quillen a gauche, le morphisme entre les champs associes est 
formellement lisse si et seulement si, pour tout anneau henselien A et toute extension au premier ordre A' , 
tout objet {x,y, z,u,v) de {M{A) x jv(yi) N{A'))cart est connecte par une chaine d' equivalences a un objet du 
type inim), f A{l^{m)) , f a' {m), id, id). 

Preuve On utilise la proposition IB. 81 pour caracteriser X|*^c | avec ses notations / est 

lisse ssi l^cartl 6st surjective. La proposition decoule de la description des objets de |W^cartl- La 

consideration des anneaux henseliens, i.e. locaux pour la topologie etale, est la pour eviter d'avoir a traiter les 
relevements des points modulo un recouvrement. □ 
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Chapitre II 



Categories lineaires 



Ce chapitre definit les categories lineaires et les notions classiques les accompagnant. La partie originale 
consiste en la construction de schemas et champs classifiant les structures de categories et d'autres objets, ainsi 
qu'en celle de la structure de modeles sur les categories des categories lineaires pour laquelle les equivalences 
sont les equivalences de Morita. ^ 

Les equations des structures de categorie, de foncteur, ou de modules sont exprimes en convention d'Ein- 
stein : les vecteurs des bases ont leur indices en base, les indices contravariants sont notes en exposants et il y 
a toujours une somme implicite sur un meme indice qui apparait en haut et en bas. 



II. 1 Graphes lineaires 



Definition M.l Soient E un ensemble et A un anneau commutatif, on definit un A-graphe sur E, C, comme la 
donnee pour tout {x,y) G E"^ d'un v4-module C{x,y) ; E est I'ensemble des objets du graphe. Un A-graphe est 
un graphe sur un ensemble non precise. Un graphe lineaire est un A-graphe pour un anneau A imprecise. 

On dit qu'un A-graphe est libre, projectif ou de type fini si les A-modules le constituant le sont tons (avec, 
pour le dernier cas, la condition supplementaire que I'ensemble des objets soit fini). Le type d'un A-graphe 
projectif de type fini est le couple de son ensemble d'objets et de I'application d : E^ N qui a {x, y) associe 
le rang de C(x, y). 

Un morphisme strict f entre deux A- graphes C et I? sur E est la donnee pour tout {x,y) £ E^ de morphismes 
de A-modules fxy ■ C{x,y) — > D{x,y) ; c'est un isomorphisme ssi tons les fxy ■ C{x,y) — > D{x,y) le sont. 

Un morphisme (non strict) f entre deux A-graphes C et D sur E et F respectivement est la donnee d'une 
application fo : E ^ F (qui souvent sera note / dans la suite) et pour tout {x, y) G E'^ de morphismes de A- 
modules fxy ■ C{x, y) D{fo{x), fo{y)). Les isomorphismes se caracterisent par le fait que / soit une bijection 
et les fxy ■ C{x,y) D{fo{x), fo{y)) des isomorphismes de A-modules. 



Champs classifiants Soit Vect le champ classifiant des fibres vectoriels {i.e. les modules projectifs) de rang 
fini. Vect est la reunion disjointe des champs classifiant les fibres vectoriels de rang fixe, dont une presentation 
est donne par les groupoi'des associes aux G£n, on a Vect ~ BG£ „ (cf. 8l.l.4p . Pour E un ensemble de 



^La volonte de construire les classifiants des structures definies sitot apres leur definition, nous a oblige a quelques renvois dans 
I'avant du texte. 
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cardinal n et une fonction c? : — > N on definit les objets suivants : 

G£d n ^^d(e), 

ou la derniere reunion est prise sur toutes les applications S : E'^ ^ N avec E fixe de cardinal n. Les champs 
BG£ ^, etant 1-geometriques, il en est de meme de BG£ ^ et Vect^^h 

Si ^ est une algebre commutative, les A-points de Verf^'*' sont exactement les A-graphes projectifs de type 
d. Reciproquement tout A-graphe de type d definit un point de Vect ^'^K mais non forcement unique (a cause 
des isomorphismes echangeant les objets). En fait, il est facile de voir qu'un isomorphisme entre deux points 
de Veci^'*^ fixe les objets des graphes. 

Soit 6_B le groupe des permutations de E, son action naturelle sur les applications d : E"^ ^ N \e fait agir 
sur Verf '-"-' par permutation des facteurs VectS'^^ . On definit : 

Gr„ -.^Gte ■■=Vect''-^^ 16k. 

L'action de est clairement lisse et le champ Gr ^ est geometrique. Les A-points de Gr ^ sont aussi des 
A-graphes, mais cette fois les isomorphismes entre points permutent les objets. 

Proposition 11.2 Pour {E,d) un type de graphe fixe, Ved^'^^ est le champ des modules des graphes lineaires 
sur E de type d a isomorphisme strict pres ; Vect'^-* est le champ des modules des graphes lineaires sur E a 
isomorphismes stricts pres et Gr p est le champ des modules des graphes lineaires sur E a isomorphismes non 
stricts pres. On a le produit fibre homotopique suivant : 

Vect^^^ ^ Gle 



pt ^ B6e . 



Si E et F sont deux ensembles en bijection, les champs Gr p et Grp sont en equivalence canonique, on 
designera par Gr_n ie champ des graphes sur un ensemble a n elements. 

11.2 Categories lineaires 
11.2.1 Definition et classifiant 

Solent C et D deux graphes A-Hneaires sur E, on definit leur produit^ G ®e E> qui est un A-graphe sur E 
en posant pour (x, z) <E E'^ : 

(C ®E D){x, z) := C{x, y) ®a D{y, z). 
ne pas confondre avec le produit tensoriel de categories, definit au ill. 3. 21 
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Ceci definit une structure monoidale sur les graphes ^-lineaires sur E et permet de definir les categories A- 
lineaires d'objets E (ou A-algebre sur E) comme les monoides de cette categorie. La loi monoidale se decompose 
en une famille de morphismes A-bilineaires : 

rrixyz ■ C{x, y) ®a C{y, z) — > C{x, z) 

et le neutre en elements distingues Ix dans chaque C{x,x). En particulier, chaque C{x,x) est une A-algebre 
associative unitaire et chaque C{x,y) est un double module a gauche sous C{x,x) et a droite sous C{y,y), ces 
deux actions commutant. 

Une categorie A-lineaire (ou une A-algebre a plusieurs objets) est une categorie A-lineaire sur un ensemble 
d'objets imprecise. Une categorie lineaire (ou une algebre a plusieurs objets) est une categorie A-lineaire pour 
un anneau commutatif A et un ensemble d'objets imprecises. Une categorie lineaire est Ubre^, projective ou de 
type fini si son graphe sous-jacent Test. Le type d'une categorie lineaire est celui de son graphe sous-jacent. 

Soit {E,d) un type de graphe; pour tout A € CO^A, on definit Sa comme I'ensemble des structures de 
categories A-lineaire sur le A-graplie libre de type (E, d).Si A ^ B £ COM on definit une application Sa Sb 
en associant a C G §a la structure Cs de categorie i?-lineaire sur le iJ-graphe libre de type {E,d) obtenue a 
partir de celle de C en prolongeant par linearite a S le produit. 

Le foncteur suivant classifie les structures de categorie Hneaire sur un graphe fibre de type {E,d). 

S-.AFT" ENS 

A ^ Sa 
A^B ^ Sa^Sb 

Si le graphe sous-jacent est libre, les structures de categories s'expriment par des equations quadratiques 
explicitcs. Soit C un A-graphe libre de type {E,d), on note e^^ les vcctcurs des bases canoniques de chaque 
C{x,y). Dans les bases canoniques, rUxyz se caracterise par d{x,y)d{y, z)d{x, z) elements de A : 

m.,.(ef,ef)= ^ (m.,.)^,. ef 

l<k<d{x,z) 

et les equations d'associativite s'ecrivent : 

^Ss'^y!t ■■= i.'^xztftkimxyzYij - {rnxyt)u{my,t)% = 0. 

i<e<d{x,t) 

En notant 1^ les coordonnees de I'identite dans la base ef^ de C{x,x), les equations le concernant sont : 

^€xy ■■= E i^--y)i3 K - ^Jk = 
\<i<d{x,x) 

•= ^^y--)%^x - <5,fe = 

\<i<d{x,x) 

OU 5ij est symbole de Kronecker. Ainsi les structures de categorie A-lineaire sur C sont en bijection avec les 
morphismes de k-algebres : 

k[(ma;y2)jj, 1^]/ {Ass^y^^, Idi.xy, Idiiyxx) > A. 

Ce qui prouve le fait suivant. 

ne pas confondre avec la liberte relativement a la loi monoidale, qui, d'ailleurs, n'interviendra jamais dans ce travail 
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Proposition 11.3 Avec des abreviations evidentes, le schema affine 

Cat'^'^'i := Spec{k[m,l]/{A,I,I)) 
represente le foncteur S classifiant les structures de categoric Uneaire sur les graphes lihres de type {E, d) . 

Dans le cas ou on se limite a dcs graphes ayant un seul objet, i.e. a des algebres associatives unitaires, on 
note Cat^"'^ le schema classifiant les structures d'algebre associative unitaire sur un module libre de rang n. 

Si on se limite en plus aux seules algebres associatives unitaires qui soient commutative, il faut imposer en 
plus les equations : 

On en deduit la proposition suivante. 

Proposition 11.4 Avec les memes abreviations que precedemment, le schema affine 

Com^''"' := Spec (k[m, I]/ {A, I, I, C)) 

represente le foncteur classifiant les structures d'algebre associative unitaire commutative sur un module libre 
de rang n. C'est un sous-schema ferme de Cat^"\ 



11.2.2 Foncteurs lineaires 

Un morphisme strict de categories A-lineaires (d'objets E) est un morphisme de monoides sur E dont le 
morphisme sous-jacent de graphes soit strict. Un morphisme (non strict) de categories A-lineaires {om. foncteur 
A-lineaire) f : C ^ D est un morphisme de j4-graphes compatible aux structures monoidales au sens ou tons 
les diagrammes suivants commutent : 



C{x,y) IS) A C{y,z) ■ 

fxy®fyz 



■C{x,z) 



D{fx, fy) D{fy, fz) D{fx, fz) 



(m est Ic produit dc C, m' cclui dc D, ct fx abrcge /o(x)). Les isomorphismes de categories A-lineaires sont 
les foncteurs qui sont des isomorphismes (non stricts) des graphes sous-jacents. 

Lorsque les categories but et source sont libres de type fini, un foncteur s'exprime par des equations qua- 
dratiques. Reprenant les notations de ci-dessus, on note m, 1 les constantes de structure de C et m', 1' celles de 
D, un foncteur lineaire f : C ^ D est la donnce d'une application / cntrc les objets de C ct Z? ct pour chaquc 
paire x,y d'objets de C d'une application f^y : C{x,y) — » D{fx,fy) caracterise dans les bases canoniques par 
des scalaires {fxy)] ■ La fonctorialite de / se traduit par les equations : 

Fctldi := ^(/..)}li-l},=0 
e 

qu'on abrege F et FI. L'anneau des constantes de structures des foncteurs ^-hneaires entre deux categories de 
graphe libre est done ^j:A[f]/{F,FI) ou la somme est prise sur les applications entre les objets. 

Proposition 11.5 
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1. Les foncteurs lineaires entre deux categories A-lineaires libres de types finis C et D fixees sont classifies 
par le schema ajfine : 

Fct{C, D)o ]l Spec {A[f]/{F, FI)) . 
f 

oil la reunion est prise sur les applications f entre les objets de C et ceux de D. 

2. Les triplets formes de deux categories lineaires libres de types finis et d'un foncteur entre elles sont 
classifies par le schema ajfine : 

II II Spec{k.[mA,m',l',f]/{A,I,I,A',I',I',F,FI). 

{E,d),{F,d') f:E^F 

oil la premiere reunion est prise sur les couples de types de graphes finis et la seconde sur les applications 
f entre les objets de C et ceux de D. 

Preuve Le premier point est prouve par le raisonnement precedent, le schema est afEne car la reunion se 
faisant sur dcs applications entre ensembles finis, elle est finie. Le second point s'en deduit en ne fixant pas les 
constantes de structures de C et D. □ 

On note A-CAT la categoric dcs categories A-lineaires et des foncteurs A-lineaires. On y distingue la sous- 
categorie des objets projectifs de type fini, qu'on note A-Cat-^^ . Les categories equivalentes a des categories 
projectives de type fini forment la sous-categorie A-Cat. 

11.2.3 Isomorphismes d'objets 

Dans une categoric lineaire C, deux objets x, y sont dits isomorphes s'il existe deux elements de / e C{x, y) 
et g e C{x,y) tels que mxyx{f,g) = et myxy{g,f) = ly. Cela implique que C{x,x), C{y,y), C{x,y) et 
C{y,x) sont des A-modules isomorphes. Dans le cas oil C est projective de type fini d, on en tire : d{x,x) = 
d{x,y) = d{y,x) = d{y,y). La relation d'isomorphic est unc relation d'cquivalcncc ct on dcfinit I'cnscmble des 
classes d'isomorphic d'objets de C comme le quotient de ses objets par cette relation. Si cet ensemble et de 
cardinal n, on dit que C a essentiellement n objets. 

Lemme M.6 Le lieu dans Spec{A) d'inversibilite d'un morphisme d'une categoric A-lineaire projective est un 
ouvert (eventuellement vide). 

Preuve Soient C une categoric A-lineaire projective, x et y deux objets et f € C{x,y). f est inversible s'il 
existe g G C{y,x) tel que fg = ly et gf = Ix. f definit un morphisme de A-module projectifs m/ : C{y,x) — > 
(^{y^v)'i9 ^ fg Qui est un isomorphisme si et seulement si / est inversible a droite. Si ces modules n'ont pas 
le memo rang, to/ ne pent pas etre un isomorphisme ct I'ouvcrt cherche est vide. Si ces modules ont meme 
rang, comme to/ est de rang maximal exactement sur un ouvert O/ de Spec{A), c'est un isomorphisme sur 
cet ouvert. En particulier, sur Of, I'image reciproque de ly donne g un inverse a droite de /. Le raisonnement 
precedent applique a g donne un ouvert O'j C Of sur lequel g est inversible a droite par un element h. Par 
gh — Ix et fg = ly on trouve h — f et \e lieu d'inversibilite de / est O'f. □ 

Corollaire M.7 Le lieu d'isomorphic de deux objets d'une categoric A-lineaire projective est un ouvert (even- 
tuellement vide) de Spec{A). 

Preuve Si le Heu d'isomorphic n'est pas vide, il contient au moins un point de Spec{A). Soit a un tel point de 
corps rcsiducl k, x et y y sont isomorphes, i.e. il existe f E C{x, y) ®a k inversible. D'apres le lemme precedent 
/ reste inversible sur un voisinage de a et a; et y sont done isomorphes sur un ouvert. □ 

Corollaire 11.8 Le nombre essentiel d'objets d'une categorie A-lineaire projective est une fonction semi-continue 
superieurement sur Spec{A). En particulier, le nombre essentiel d'objets est minimal sur un ouvert de Spec{A). 
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Preuve Soit C une categorie A-lineaire, on note N le nombre essentiel d'objets vu comme fonction sur Spec{A) 
a valeur dans N. Soit a un point de Spec{A) d'apres le corollaire precedent, il existe un voisinage de a dans 
lequel deux objets isomorphes en a restent isomorphes, ainsi N ne varie pas au voisinage de a et les ensembles 
{a : N{a) < n} sont ouverts. □ 

11.2.4 Equivalences de categories 

Tout foncteur envoie deux objets isomorphes dans deux objets isomorphes et, en consequence, definit une 
application entre les classes d'isomorphie d'objets des deux categories. Un foncteur est dit essentiellement 
surjectif si cette application est une surjection. 

Soit / : C — > D un foncteur A-lineaire, / est dit plein (resp. fidele) si tous les fx,y sont surjectifs (resp. 
injectifs). On dit que / est pleinement fidele si / et plein et fidele. 

S'il n'existe aucun isomorphisme entre deux objets d'une categorie, il n'en existera aucun entre leur image par 
un foncteur pleinement fidele. Un tel foncteur induit done une application injective entre les classes d'isomorphie 
d'objets. Dans le cas ou les categories sont projectives de type d et d', I'application /o entre les objets d'un 
foncteur pleinement fidele / induit I'egalite d = d' o /q. Un foncteur pleinement fidele est aussi tel que tous les 
fxy soient des isomorphismes, si les categories sont fibres cela equivaut a ce que les det{fxy) soient tous non 
nuls. Ceci fournit la classification suivante. 

Proposition 11.9 

1. Les foncteurs lineaires pleinement fideles entre deux categories A-lineaires C et D fixees, libres de types 
respectifs d et d' , sont classifies par le schema affine : 

FPF{C, D) := W Spec {A[f, Aet{f)-^]/ {F, FI)) . 
f 

oil la reunion est prise sur les applications f entre les objets de C et ceux de D verifiant d = d' o f . En 
particulier ils forment un ouvert dans le schema des foncteurs de C vers D. 

2. Les triplets formes de deux categories lineaires et d'un foncteur pleinement fidele entre elles sont classifies 
par le schema affine : 

^^i-= II II 5pec(k[m,l,m',l',/,dct(/)-i]/(A/,/,A',/',/',F,FJ). 

{E,d),(F,d') f:E^F,d=d'of 

oil la premiere reunion est prise sur les couples de types de graphes finis (avec E et F fixes) et la seconde 
sur les applications f : E ^ F verifiant d = d' o f. C'est un ouvert de CLi. 

Une equivalence de categories entre deux categories lineaires est un foncteur lineaire qui est pleinement fidele 
et essentiellement surjectif. En particulier il induit une bijection entre les classes d'isomorphie d'objets. Tout 
isomorphisme est une equivalence. 

Proposition 11.10 

1. Les equivalences entre deux categories A-lineaires C et D fixees libres de types finis sont classifies par un 
schema Eq{C,D)o qui est un ouvert de FPF{C, D) . 

2. Les triplets formes de deux categories lineaires et d'une equivalence entre elles sont classifies par un 
schema EQi qui est un ouvert de CLs. 

Preuve Pour B une ^-algebre commutative, soit / un i?-point de EPF, i.e. un foncteur pleinement fidele 
Cb Db (cf. 8ll.2.1l ou HOI pour la definition de Cb), qui soit une equivalence une fois specialisee en un point 
b de Spec{B) de corps residuel on prouve qu'il est encore une equivalence sur un voisinage de b. Soit /o 
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I'application entre les objets de Cb et Db donnee par /, si /o est surjective alors / est une equivalence sur 
tout Spec{B). Sinon, soit y un objet de Db non dans I'image de /, il existe x un objet de Cb et un element u 
de CB{fo{x),y) tels qu'au point b, : fo{x) y soit un isomorphisme. Par le lemme HTgI x et y sont en fait 
isomorphes sur un ouvert Uy de Spec{B). Le nombre d'objets de D etant fini, I'intersection des Uy est le lieu 
ou / est une equivalence. □ 

Les applications surjectives entre ensembles ayant toujours des sections, les equivalences de categories ont 
toujours des quasi-inverses. On en deduit le lemme suivant. 

Lemme 11.11 Si dans un triangle commutatif de foncteurs, deux sont des equivalences, le troisieme aussi. 



11.2.5 Transformations naturelles 

On note la categoric ^-lineaire ayant deux objets et 1 et tel que [l]yi(0, 0) = 1) = A, 0) = 

et [l]yi(0, 1) — A\Vl comme A-bimodule, les compositions etant definies par I'identite de A. On definit aussi 
le "groupoide" y4-lineaire par A^(a:, y) — [l\A{x,y) sauf pour A^(1,0) = A ; les produits sont tons donnes 
par I'identite de A. L'unite de A de A3i(l, 0) correspond a I'inverse de I'unite de A dans Aj^(0, 1). 

Une transformation naturelle a : / — > g entre deux foncteurs lineaires de C dans D est un foncteur 

tel que ses restrictions aux deux objets et 1 de [1]^ soient f et g respectivement. (Le produit tensoriel de 
categories est redefinit au ^111.3.21 1 

Un isomorphisme naturel a : / — > g entre deux foncteurs lineaires de C dans D est un foncteur 

a : C(8)A A^ — > D 



tel que ses restrictions aux deux objets et 1 de Aa soient / et g. 

Plus concretement, une transformation naturelle est la donnee pour tout objet a; de C de morphismes 
ax e D{fx,gx) tels que, pour tout u € C{x,y), les diagrammes suivants commutent : 



fix) — ^g{x) 



/(«) 



/(y) 



■giy)- 



Lemme M.12 L 'ensemble des transformations naturelles entre deux foncteurs A-lineaires est un A-module. 

Preuve En utilisant les notations precedentes, il sufEt de montrer que les {a^^j^ verifiant la condition de 
commutation a f et g forment un sous- ^-module de (BxD{fx,gx). Soient deux transformations naturelles 
a, P : f ^ g donnees par des morphismes ax et fix de D{fx,gx), et soit a G A ; la condition de commutativite 
s'ecrit g{u) o ax — ay o f[u) : la y4-linearite des compositions de C et -D donne g{u) o (a. a + /S) = a.{g{u) o a) + 
g{u) o (3 = a.ia o f{u)) + /? o f{u) = [a.a + /?) o f{u). □ 

Les isomorphismes naturels se caracterisent, par le fait que tous les ax soient des isomorphismes. On a 
alors : 

g{u) = ayof{u)oax^, 

a et f determinent g. 
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Si les categories buts et sources sont libres, les transformations naturelles entre foncteurs s'expriment par 
des equations lineaires. Soient f et g deux foncteurs entre C et D deux categories libres. En coordonnees, une 
transformation naturelle a : f ^ g est la donne de scalaires aj, soumis aux conditions : 

j,k 

L'anneau des constantes de structures des transformations naturelles entre deux foncteurs ^-lineaires f et g 
fixes est abrege A[a]/{TN). Pour obtenir celui des isomorpliismes naturels, il est necessaire que, pour tout x, 
D{fx, fx), D{fx, gx), D{gx, fx) et D{gx, gx) aient le mtoe rang ; dans ce cas, I'operateur m^^ de multiplication 
par Ux est inversible si sa matrice dans les bases canoniques a un determinant inversible, cela donne une 
localisation de l'anneau precedent. 

Proposition 11.13 Soient C et D deux categories A-lineaires libres de types finis et f et g deux foncteurs 
lineaires de C vers D. 

1. Les transformations naturelles de f vers g sont classifies par le schema affine : 

TN{f,g,C,D) := Spec{A[a]/iTN). 

2. Les isomorphismes naturels de f vers g sont classifies par le schema affine : 

Isoif,g,C,D) := SpeciA[a,dct{m,,)-']/iTN). 

3. Les triplets formes de deux foncteurs lineaires de C vers D et d'un isomorphisme entre ces deux foncteurs 
sont classifies par le schema affine : 

Fct{C, := ]J Spec{A[f, a, det(m«)"^]/(-F, FI, TN). 
f 

4- Les triplets formes de deux equivalences de C vers D et d'un isomorphisme entre ces deux equivalences 
forment un ouvert Eq{C,D)i du schema Fct{C,D)\. 

5. Les quintuplets formes de deux categories lineaires C et D libres de types finis, de deux foncteurs de C 
vers D et d'une transformation naturelle entre ces deux foncteurs sont classifies par le schema affine : 

C^2:= n II Spec{h[m,l,m',l',f,a]/{A,IJ,A',I',I',F,FI,TN). 

{E,d),{F,d') f-E^F 

oil E et F sont deux ensembles fixes. 

6. Les quintuplets formes de deux categories lineaires C et D, de deux equivalences de C vers D et d'un 
isomorphisme entre ces deux equivalences sont classifies par un schema affine EQ2 qui est un ouvert de 
CL2. 

Preuve Les points 1. et 2. sont prouves par le raisonnement precedent la proposition. Le schema classifiant les 
triplets de 3. est naturellement : 

]J Spec{A[f, det{f)-\g, det{g)-\a, det(m„)-i]/(i^/, FIf, Eg, Fig, TN) , 
f,g 

mais, comme a et / caracterisent entierement g par conjugaison, ce schema se reduit a 

]J Spec{A[f, det{f)-\ a, det(m„)-i]/(F/, FIf,TN). 
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Le point 4- se prouve en remarquant que Fct{C,D)i se surjecte sur Fct{C, D)o. La fibre de cette projection 
au-dessus de Eq{C, D)q, qui est un ouvert comme image reciproque d'un tel, est forme des triplets d'une 
equivalence, d'un foncteur et d'un isomorphisme entre les deux ; or, tout foncteur isomorphe a une equivalence 
est une equivalence. Get ouvert est le schema Eq{C, D)i cherche. Le point 5. se deduit en ajoutant les equations 
des constantes de structures de C et Z?. Le point 6. se demontre avec des arguments similaires aux preuves des 
nronositions 10 et [iTTol □ 

On note s la projection definie dans la preuve precedente, c'est I'application qui a un isomorphisme naturel 
associe sa source ; on note b I'application but. 
On pose CLo := EQo := U^Caif'') 

On renvoie a |ML[ ch. 6] pour les definitions de 2-categories et 2-groupoides. 
Proposition 11.14 

1. II existe une structure de groupoide sur le graphe s,b : Eq{C,D)i ^ Eq{C, D)q. 

2. II existe une structure de 2-categorie sur CL2 =^ CLi =^ CLq. 

3. II existe une structure de 2-groupoide sur EQ2 =1 EQi =f EQq. 

Preuve La demonstration est evidente compte tenu de ce que classifient ces objets. □ 



11.2.6 Categories de foncteurs 

On pose les notations suivantes : 

- RomA-cATiC, D) est I'ensemble des foncteurs A-lineaires de C vers D ; 

- ^(\a-cat{'^i -O) 6st I'ensemble des equivalences de C vers D ; 

- Hom 4 c_47-(C, D) est la categorie des foncteurs de C vers D et de leur transformations naturelles, c'est 
une categorie A-lineaire par le lemme []1.12l : 

- Hom ™ 47-(C, D) est le groupoide des foncteurs de C vers D et de leurs isomorphismes naturels ; 

- Eq^ cAT^'^' groupoide des equivalences de C vers D et de leurs isomorphismes naturels. 

11.3 Operations sur les categories 

11.3.1 Categories de categories 

Soit U un univers et ^ £ COAlu, on definit les categories suivantes 

- A-CAT\} est la categorie des categories ^-lineaires U-petites et des foncteurs v4-lineaires ; 

- A-Cat^^ est la sous-categorie pleine de A-CATy des categories dont le graphe est de type fini ; 

- A-Catv est I'image essentielle de I'inclusion naturelle A-Cat{j — > A-CATv ; 

- A-ASSu est la categorie des categories ^-lineaires ayant un unique objet, i.e. des algebres associatives 
unitaires, et des foncteurs A-lineaires ; 

- A-Assu est la sous-categorie pleine de A-ASSu dont le module sous-jacent a I'algebre des endomorphismes 
est projectif de type fini sur A. 

La plupart du temps, on oubliera de noter la reference a I'univers U, on ne la rappellera que lorsqu'on en 
aura besoin. 

On dispose de plusieurs operations sur les categories A-CAT. 

11.3.2 Produit tensoriel et Hom interne 

Solent C,D <E A-CAT, on definit C ®a D comme la categorie ayant pour objets les couples formes d'un 
objet de C et d'un de D et pour morphismes : 

{C ®A D){{c, d), {c',d')) = C(c, c') ®A D{d, d'). 
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On a un isomorphisme canonique t : C (S>a D D C tel que t'^ = id . 

On definit egalement Horn 4 c_4g-(C, D) comme la categorie ayant pour objets les foncteurs lineaires entre C 
et D et pour morphismes les transformations naturelles entre tels foncteurs, lesquelles forment naturellement 
des A-modules. 

Ces deux foncteurs sont adjoints : 

YLortiA-CATiC ®A D, E) ~ Hom4-r at{C, Horn 4 cat^D- E)) 
et on a un isomorphisme canonique de categories : 

Hom ^_C^y(C ®A D, E) ~ Hom ^_g_^-r(C, Hom^_c^^(D, E)). 

Lemme 11.15 Si C, C" et D, D' sont des couples de categories equivalentes alors les categories Hom^.(j_^g-(C, D) 
ei Hom^.(;._4g-(C", D') sont equivalentes et les equivalences sont envoyes sur des equivalences. 

Preuve Immediat, la demonstration repose sur I'existence de quasi-inverses pour les equivalences. La deuxieme 
assertion resulte de ce que la composition des equivalences de categorie en soit encore une. □ 

Lemme 11.16 Soient C et D dans A-CAT, si C° designe la categorie opposee a C, on a les isomorphismes 
canoniques suivants : 

{C®aD)° ~ C°®aD° 
Hom fg DY ~ Hom(C°,L>°) 

Preuve Les isomorphismes sont evidents au niveau des objets. Pour les morphismes on a d'une part (C ®a 
D)°{{c,d),ic',d')) = (C®A D){{c',d'),{c,d)) = C(c',c) ®AD{d',d) = (C° ®a L»°)((c, d, ), (c', d')) et d'autre 
que a G Hom (C. D)°( f. a) est une famille S D{g{x), f{x)) = D°{f{x),g{x)), i.e. a definit canoniquement 
un element de Rom jC ,D°){f,g). □ 



11.3.3 Changements de bases 

Soient u : A ^ B \m morphisme d'anneaux commutatifs, en considerant la categorie A-lineaire BB ayant 
un objet et B comme algebre d'endomorphismes, on lui associe les trois foncteurs suivants. 
- 'Oubli' F : B-CAT — > A-CAT. 



'Categ 



{-)u ■■: A-CAT 
C 

f:C^D 



B-CAT 

C„ := C ( 

fu ' ~ 



)A BB 
Du 



OVL fu est I'extension B-lineaire de /. 
'Categorie des -B-modules' (— )" : 



B-CAT 

C" :=Hom^(SS,C) 



{-Y : A-CAT - 

C H 

ou /" est defini sur les objets par les triangles commutatifs suivants en posant /"(x) := f o x : 

BB^^C 
f 
D 




et sur les morphismes a : x ^ x' par /"(a) := /(a). 
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Lemme 11.17 On a les adjonctions suivantes entre les foncteurs precedents : 

lioinA-cAT{C,FD) ^ lloniB-CAT{Cu,D) 
ilomA.cAT{FC,D) ~ HoniB.c^r(C",D) 

qui donnent des isomorphismes canoniques de categories : 

EomA-CATiC,FD) ~ EomB-CATiCu,D) 
EomA.cATiFC,D) ^ BmnB-CAT{C'',D) 

Preuve □ 



Definition 11.18 Les foncteurs (— )„ et (— )" seront qualifies de foncteurs de restriction ou de changement de 
base car il seront utilises dans la construction de certains prefaisceaux. On a les proprietes suivantes de ces 
foncteurs. 



Lemme 11.19 Soient A ^ B ^ C deux morphismes d'anneaux. On a les isomorphismes canoniques suivants : 

1' (( ^ ( j 

2. ((-)")" ^ (-)™- 

Pour A^B^C^D^ COA4, ces isomorphismes verifient la condition de coherence 11.11 de la definition 

Preuve Soit D une categorie A-lineaire. L'isomorphisme {{—)u)v i—)vu provient immediatement des isomor- 
phismes canoniques de modules D{x, y) (E)a B®bC ^ D(x, y) ®a C . La condition de coherence resulte de celle 
du produit tensoriel d'anneau. 

Pour {{—)^Y ~* on explicite les objets et les morphismes de D". 

Un objet de D" est la donnee d'un objet de D et d'un morphisme x '■ B ~* D{x,x) de ^-algebres et un 
morphisme de {x,x) vers {y,v) est un element de D{x,y) commutant avec la double action de B sur D{x,y) 
donnee par x et 7 ; on note D'^{x,y) I'ensemble de ces elements. Comme B est commutatif, D^{x,x) est une 
i?-algebre pour le morphisme induit par x- 

Un objet de (Z)")" est la donnee d'un objet de D et d'un morphisme ^ : C ^ D^{x,x) de B-algebres ; un 
tel objet est caracterise par le diagramme commutatif : 




qui est equivalent a la simple donnee du morphisme de A-algebres C D(x,x) induit par ^ (la factorisation 
par D'^{x, x) se deduisant de ce que v envoie B dans le centre de C). Ainsi les objets de [D'^Y sont en bijection 
avec ceux de D"^. 

Un morphisme de {x,XiC} vers {y,v,^) est un element de D{x,y) commutant aux doubles actions de B et 
C, mais Taction de B se factorisant par celle de C, I'ensemble de ces morphismes est simplement D^^(x,y). □ 



Lemme M.20 Soit u : A ^ B un morphisme d'anneaux. 

1. Le foncteur (— )« verifie (C ®yi Z3)„ ~ C„ 05 Du (i.e. sont monoidaux) . 

2. Le foncteur (— )" verifie Horn 4 cAT^'^' ^Y — MomB-CAri^^u, D^) ■ 
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Ces deux equivalences sont des isomorphismes canoniques. 

Preuve Le caractere monoi'dal de (— )u resulte des isomorphisme canoniques {M (3^ N) 'S)a B ~ (M ®a B) ®b 
{N ®A B) pour deux yl-modules M et N. Pour la deuxieme assertion on a 

^A-CAT{C,Dr = ^<miA-CAr{BB,mmA_cAr{C,D)) 
= liom^^^^(BB(E)A CD)] 
= mmA-CAT{C,D-)) 

(ou on utilise le symbole d'egalite pour des isomorphismes canoniques). □ 

Lemme 11.21 Soit u : A ^ B un morphisme d'anneaux. 

1. Les foncteurs (— )« et (— )" preservent les isomorphismes de categories. 

2. Le foncteur (— )« preserve les equivalences et les foncteurs induisant une inclusion sur les objets. 

3. Le foncteur (— )" preserve les equivalences et les foncteurs surjectifs sur leur image essentielle. 

Preuve 1. Les ensembles d'objets ne changeant pas par restriction, il suffit de verifier les isomorphismes des 
modules de morphismes. Soit / : C ^ D un isomorphisme v4-lineaire ei x ei y deux objets de C, [fu)xy ■ 
C{x, y) (g)A B D{fx, fy) ®a B est definit comme le prolongement B-lineaire de fxy '■ C{x, y) D{fx, fy) et 
reste done un isomorphisme si fxy en etait un. 

2. On garde les memes notations, mais cette fois / est une equivalence de categories. Les identites etant 
conservees par restriction, il en est de meme des inverse et un isomorphisme entre deux objets reste un iso- 
morphisme entre les restrictions. Si / est essentiellement surjectif, soit z e D et a un isomorphisme z f{x), 
{fu)xyioi) reste un isomorphisme et z dans I'image essentielle. Comme les objets de D et de D„ sont les memes 
/„ reste essentiellement surjectif. Si / est pleinement fidele fxy est un isomorphisme de A-module et done {fu)xy 
est encore une bijection, et /„ reste pleinement fidele. Enfin, comme C„ et Z3„ ont respectivement les memes 
ensembles d'objets que C et D et comme /„ est definit avec la meme application que / entre les objets, fu 
reste injectif sur les objets si / I'etait. 

3. /" preserve les equivalences d'apres le lemme lTl.lSI La surjectivite sur I'image essentielle decoule du fait 
suivant : soit z G I?" et f"{x) G I?" pour x G C", chacun de ces objets determine un objet de D (image de 
I'objet unique de BB) et un isomorphisme z f^{x) est equivalent a un isomorphisme dans D entre ces deux 
objets. □ 



Lemme M.22 Soit u : A ^ B un morphisme d'anneaux. Le foncteur (— )« conserve les caracteres suivants des 
categories : 

- le nomhre d'objets (en particulier sa finitude) ; 

- liberte des modules de morphismes ; 

- typefini; 

- projectivite ; 

et le nombre essentiel d'objets ne peut que diminuer par composition par i~)u- 

Preuve Le premier point vient de ce que, pour une categoric C, I'ensemble d'objets de C„ est pris le meme que 
celui de C ; les trois points suivants de ce que si M est un A-module libre (resp. de type fini, resp. projectif), 
M ®A B est un i?-module libre (resp. de type fini, resp. projectif). Le dernier point vient de ce que deux objets 
isomorphes restent isomorphes par restriction : si a est un isomorphisme de C, d'inverse b, les restrictions des 
fieches a et 6 restent inverse I'une de I'autre. □ 
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11.4 Modules 

11.4.1 Anneau matriciel d'une categorie 

A une categorie A-lineaire C ayant un nombre fini d'objets, on associe son anneau matriciel : 

[C]:=^C{x,y); 

x,V 

c'est une A-algebre pour le produit : 

m : [C] ®A [C] = C{x, y) ®a C{z, ^ C{x, y) = [C] 

x,y,z,t x,v 

definit par rUxyz sur la composante indexee par {x, y, y, z) et par sur les composantes non de ce type. L'unite 
est donnee par : 

1[C] =exlx e0C(a;,a;). 

X 

Notons {xi, . . . , Xn} les objets de C. Si on represente [C] par le tableau carre indexe par les couples d'objets 
de C 

I C{xi,Xi) C{xi,X2) ... C{xi,Xn) \ 
C{X2,X-i) C{X2.,X2) ... C{X2,Xn) 
[^] '■= ■ . ^ ■ > 

\ C{Xm X\ ) C{Xn,X2) ... C{Xn,Xn) J 

le produit est exactement un produit matriciel (d'ou le nom de [C]). 

Les objets de C fournissent par les elements id^ unc suite complete d'idempotcnts orthogonaux de [C] 
(on a id^ = idx, idxidy = et X^^, «da; = l[c]) et reciproquement, un anneau D muni d'une telle suite pent 
s'ecrire comme I'anneau matriciel d'une categorie. Si pi, . . . ,p„ sont des idempotents orthogonaux on definit une 
categorie C ayant n objets Xi telle que C{xi,Xj) = PiDpj et ou la composition est donnee par les morphismes 
naturels PiDpj '^pjDpk piDp^. 

Si les objets C et [C] se determinent I'un I'autre, la correspondance entre les deux n'est pas fonctorielle. 
(Par exemple, un foncteur definit un morphisme entre les anneaux matriciels seulement s'il est injectif sur les 
objets.) 



Lemme 11.23 On a des isomorphismes 



[C°] ~ [C]° 
[C<S>aD] ^ [C](E>a[D]. 



Preuve Le premier point est evident compte tenu que [C] se modelise par le tableau transpose de celui de [C] . 
Le second se demontre en remarquant que la definition du produit tensoriel de deux categories correspond au 
produit matriciel de leur representation en tableau. □ 
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11.4.2 Modules 

Soit C G A-CAT, un module a gauche (resp. a droite) sur C est un foncteur C A-Mod (resp. C° — > 
A-Mod). On note 

C C-Mod ■= Horn 4 cat(C' A-Mod) 
la categorie des C-modules a gauche. Si C = BB pour une >l-algebre B, on note B-Mod la categorie BB-Mod. 
Lemme 11.24 II existe une equivalence canonique de categories : 

C-Mod~ [C]-Mod. 

Preuve Explicitement un C-module a gauche est la donnee pour tout objet x de C d'un ^-module M{x) et de 
morphismes 

C{x,y) <E>AM{y)"-^M{x) 

faisant commuter les diagrammes evidents. On note [M] — 0j,M(a;), le [C]-module a gauche tire de M; 
on pent representer [AI] comme une matrice ligne {M{xi), . . . ,M(x„)) la structure de [C]-module est donne 
par un produit matriciel a gauche par [C]. Soient M et deux C-modules, un morphisme de C-modules 
a : Af — > TV est une transformation naturelle de foncteurs C A-Mod, i.e. la donnee pour tout objet x de 
C d^ttx ■ M(x) N(x) commutant aux actions des C{x,y). Alors [a] := ®^ definit un morphisme de 
[C] -modules [M] [N]. Ceci etablit un foncteur (clairement fidele) C-Mod — > [C]-Mod. 

On a egalement un foncteur en sens inverse. Pour M un [C]-module, la decomposition l[c] — ®xec^x 
permet de definir M{x) := Ix-M tels que M = (BxM{x) et le fait que le produit soit matriciel assure que les 
produits de C{x,y) ®a M{y) soient dans M{x). Si f : M ^ N est un morphisme de [C]-modules, la linearite 
de / assure que 

f(lx-m) = lx-f{m) 

et permet de definir fx := lxf^x{= f^x = ^x.f) ■ M{x) N{x) et un morphisme de C-modules. Tout ceci 
definit un foncteur [C]-Mod — > C, fidele car / = (Bfx, dont il est aise de verifier qu'il inverse le precedent. □ 

Lemme 11.25 Soient u : A B ^ COM et C E A-CAT , on a une equivalence : 

Hom (C. A-Mod)"" = Hom(C„, B-Mod). 

Preuve On remarque d'abord qu'il existe une equivalence de categories A-Mod^ ~ B-Mod. Pour la voir on 
explicite deux foncteurs quasi-inverses I'un de I'autre. Les elements de A-Mod^ sont des couples (M, (3) ou 
M G A-Mod et ou P : B ^ EndA{M) est un morphisme de A-algebres. Un tel couple definit une structure de 
i?-module sur M et done un certain objet de B-Mod et les morphismes dans A-Mod"' correspondent exactement 
aux morphismes de i3-modules ; ceci fournit un premier foncteur. Reciproquement, soit M G B-Mod dont on 
note M,Af e A-Mod son image par le foncteur d'oubli ; la structure de B-module de M fournit un morphisme 
(3 : B ^ EndA{UfM) le second foncteur est definit en associant a M le couple /?). Ces foncteurs sont 

quasi-inverses I'un de I'autre. 

Pour avoir le lemme on utilise le lemme [n"2Ql a vec D — A-Mod et I'equivalence ci-dessus. □ 

Pour C e A-CAT, le 1-prechamp C-Mod des C-modules, projectifs de type fini sur la base est definit par 

C-7Wodf™^' : {ATTa)° — > GPD 

u:A^B > — > (Cn-A/odP™^)™* 

ou {Cu-ModP"'°^)""'* est le groupoi'de interieur de la categorie des C„-modules projectifs comme i?-modules. 
Proposition 11.26 Le prechamp C-Mod^"^"^ est un 1-champ 1-geometrique. 
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Preuve Le fait que C-ModP"^"^ soit un champ resulte de la descente des modules et des structures d'algebres 

mm- 

On considere A-proj, le champ des modules projectifs sur A, i.e. la restriction de BGEn a AJ-J-a ; d'apres 
le lemme ?? on a des morphismes 

s : C-Mo(P''°^ — > Vect 

on Vect c± JJ^^ BGin est le champ des modules projectifs de types finis, dont on va montrer la representabilite. 

Soit u : A —^ B et M un i?-module projectif, vu comme un morphisme M : Spec{B) — > Vect , on considere 
la fibre S{Cu, M) de s le long de M 

S{Cu,M) ^ C-ModP'-^J 



Spec{B) ^ Vect 

c'est le faisceau classifiant les structures de C„-module sur M. Les morphismes suivants entre B-modules 
projectifs forment, une fois faisceautises, un morphisme de fibres vectoriels sur Spec{B) dont I'egalisateur est 

HomB(CB ®s M, M) — > HomB(CB (g)B Cb ®b M, M) 

f I — > {f : a®b®m^ f(a® flb®m)) 
f I — > [f : a®h®m^ f{ab®m) 

ou HoniB designe le Horn interne de la categorie des i?-modules. Ceci prouve que S(Cu,M) est representable, 
ainsi que le morphisme s. Comme Vect est 1-geometrique, on en deduit que C-Mod^^"^ est 1-geometrique. 

□ 

Lemme 11.27 Soient A G COM., B ^ A ^ COM une extension infinitesimale au premier ordre, C G A-Ass, 
M un C -module projectif de rang fini r, et D £ B-Ass tel que D ®b A ~ C ; alors il existe un D-module 
projectif N de rang r, tel que N ®u C soit isomorphe a M . 

Preuve Soient les B-modules / := ker(i? ^ A) et J := ker(£> D ®b ^ ~ C), on a J = ID et, comme 
P = 0, = 0. On deduit de D ^ C un morphisme entre les algebres de matrices n x n : M„(_D) — > M„(C) 
dont le noyau K = Mn{I) verifie = 0. M est isomorphe a un facteur direct dans un certain C" et un 
tel facteur correspond a un projecteur p G M„(C). Un tel p se releve toujours en p' £ Mn(D) qui n'est plus 
forcement un projecteur, mais on montre qu'il existe toujours k G K, commutant avec p' , tel que p' + k soit 
un projecteur. {p' + fc)^ — p' + k ■^=> k{l — 2p') = p'^ — p' et il faut montrer que 1 — 2p' est inversible, or 
(1 — 2p')^ = 1 + 4(p'^ — p') est inversible d'inverse 1 — 4(p'^ — p') car p''^ — p' G K ; I'inverse de 1 — 2p' est done 
(1 - 2p'){l - 4(p'2 -p')) et on pent poser k = {p'^ - p')ll - 2p'){l - 4(p'2 -p')). □ 

11.4.3 Bimodules 

Soient A € COM et C et D des categories ^-lineaires, un C -D -himodule est un (C° ®a -D)-module. 

Pour des categories ayant un nombre fini d'objets, les lemmes 111.231 e 1lll.24l caracterisent la categorie des 
C-D-bimodules comme etant [C° ®a D]-Mod ~ {[C]" ®a [D])-Mod, et on pent se limiter au cas ou C et 13 
sont des A-algebres associatives. 

Les unites de C et Z3 permettent de definir des morphismes de v4-algebres C° — * C° ®a D et D C ®a D 
et un C-D-bimodule pent toujours se voir comme un C°-module ou un U-module. C avec son action a droite 
et gauche par multiplication definit un C-C-bimodule. 

Un C-I3-bimodule est dit biprojectif s'il est projectif comme C°-module et comme ZJ-module. Le C-C- 
bimodule associe a C est biprojectif. 
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Si C et D sont dans A- Ass de modules sous-jacent libres de rangs c et d de bases et e- et si M = A"^, de 
base Xi, une structure ^ : C (E)a M (E)a D ^ M de C-D-bimodule sur M est la donnee de cdm? elements de A, 
fifji;, tels que /i(ei, Xj, e'^) = ^J-^jj^xi ; en notant m et m! les produits respectifs de C et -D, ces elements verifient 
les equations suivantes : 

^'^''^ijkpq ■— lArqt^^jkp ~ t^rks''^iji''^')pq = ^ 

Si M et N sont deux structures de C-ZJ-bimodule sur A"^ et A" respectivement, dont on note les bases Xi 
et Ui, un morphisme de C-D-bimodules f : M ^ N est , en coordonnees, la donnee de nm elements de A, 
tels que f{xi) = fiUj, ces nombres verifient les equations suivantes 

Proposition 11.28 Soient C,D ^ A-ASS de A-modules sous-jacent libre de type fini. 

1. Avec des abreviations evidentes, les structures de C -D -bimodules sur un A-module libre de rang m sont 
classifiees par le schema affine : 

Bim{C,D,m) Spec{A[fi]/{Bim)). 

2. Les triplets formes d'une structure M de C -D -bimodule sur A'", d'une structure M' de C -D -bimodule 
sur et d'un morphisme f : M ^ M' de C-D-bimodule sont classifiees par le schema affine : 

Morbim{C, D, m, n) := Spec{A[fi, ^' , f]/{Bim, Bim' , Morbim)). 

3. Si on se limite aux seuls morphismes qui sont des isomorphismes on trouve un ouvert du schema Morbim{C, D, m, m) : 

Isobim{C, D,m) Spec{A[iJ, ^' , f,det{f)^^]/ {Bim, Bim' , Morbimj). 
En outre, si Gim designe le schema automorphismes d'un module libre de rang m, on a : 
Isobim{C, D, m) = Spec{A[n, /, det{f)-^]/{Bim)) ^ Bim.{C, D, m) x Gi^. 

Preuve Les deux premiers resultats sont evidents. Pour le troisieme il suffit de remarquer qu'un isomorphisme 
de C-U-bimodule est en particulier un isomorphisme de A-modules. Enfin la derniere egalite resulte de ce que 
la structure M et I'isomorphisme / caracterisent la structure M'. □ 

Si M est un C-ZJ-bimodule et N un D-C-bimodule on leur associe M (g)]j N et N ®c M qui sont respec- 
tivement un C-C-bimodule et un U-D-bimodule. En particulier, le C-C-bimodule associe a C agit comme un 
element neutre a gauche sur les C-ZJ-bimodules ; de meme le D-D-bimodule associe a D agit comme un element 
neutre a droite. 

Un C-D-bimodule est dit inversible s'il existe un D-C-bimodule N et des isomorphismes de bimodules 

M i^D N C et N igic M ~ D. 

Lemme 11.29 Soient C D <E A-Ass de A-modules sous-jacent libre de type fini. Le schema Inv{C,D,m) 
classifiant les structures de C -D -bimodules inversibles sur un A-module libre de rang m, est un ouvert du 
schema affine Bim{C,D,m). 

Preuve Le lemme [n.41l etablit que les bimodules inversibles sont en particulier projectifs de type fini sur chacun 
des anneaux de base (biprojectifs). Dans une premier etape on montre done que les structures de bimodules 
biprojectifs forment un ouvert de Bim{C, D,m). C et D jouant des roles symetriques, il suffit de verifier que 
la condition d'etre un module projectif sur C est ouverte dans le classifiant des structures de C-modules. 
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Soit done M un C-module et p : C" ^ M une presentation libre (qui existe car M et C sent de type fini sur 
A), M est projectif sur C ssi p admet une section. Soit K le noyau de p, la section existe ssi Ext^{M, K) = 0. 
On va montrer que cette condition est verifiee sur un ouvert de Spec{A). On considere le faisceau E sur Spec{A) 
definit pour A B par Ext\,^^g{M ®a B, K ®a B). 

On complete p en une resolution libre : R* := . . . ^ C™ — > C" — > M. Pour tout morphisme u : A — > 
B e COM, R* ®A B reste une resolution libre de M ®a B. 

Les modules Ext\;^^Q{M ®aB,K ®aB) se calculent alors comme les des complexes Hom r^g ^p(-R* ®a 
B, K ®A B) — {K" K™- —> Ki . . .) ^A B. Les differentielles de ce complexe etant C (^a B- et done 
i?-lineaires, on a H^[R* ®a B) — H^{R*) 'S>a B et le faisceau E est done coherent. En particulier il est nul 
exactement sur une localisation de B. 

On note BimBip{C, D,m) I'ouvert de Bim{C, D,m) ainsi obtenu. On prouve maintenant que la condition 
d'inversibilite est ouverte dans BimBip{C, D,m). 

Soit M un y4-point de BimBip{C, D,m). llomc{M,C) est naturellement un D-C-bimodule, on etudie les 
fleches d'evaluations 

a: M ®D Homc(M, C) — >C et 
13 : Homc(M, C) ®c M — > D 

La caracterisation des bimodules inversibles du lemme Fl .411 assure que M est inversible si et seulement si ces 
fleches sont des isomorphismes. 

Sous I'hypothese que M est biprojectif on montre que M ®£, Home (A/, C) et Home (M,C) ®c M sont 
projectifs de type fini sur A. 

Comme M est ZJ-projectif il existe un D-module M' et un entier k tels que M © M' ~ D'^ dont on tire 
que (M ®D Homc(M, C)) © [M' ®d Homc(M, C)) ~ Homc(M, C)*= comme C-modules. Ce dernier module 
est projectif sur C, en effet comme M est projectif de type fini sur C il existe un C-module M' et un entier n 
tels que M ® M' ~ C" d'ou Homc(M, C) © Homc(M', C) ~ C". Ensuite, comme C est projectif de type fini 
comme A-module, tout C-module projectif de type fini Test aussi sur A (si N est un tel module 7V©7V' ~ C^ et 
C © C ~ donnent iV © TV' © C'^ ~ A^p). Finalement M ®d Homc(M, C) est facteur direct d'un y4-module 
libre, done il est projectif sur A. Le raisonnement est analogue pour Homc(M, C) ©c M . 

Le lieu de rang maximal d'une application lineaire entre module projectifs de type finis coherents est un 
ouvert. On a done I'alternative suivante : soit les modules M Homc^ (M, Cu) et Homc„(M, C„) (8)c^ M 
ont les memes rangs que C et respectivement et I'ouvert de Spec{A) cherche est I'intersection des ouverts 
de rang maximal de a et /3 ; soit les modules n'ont pas les memes rangs et I'ouvert cherche est vide. □ 

On definit le champ XnvjC, D) classifiant, a isomorphisme pres, les C-ZJ-bimodules inversibles comme la 
champ associe au prechamp suivant. 

SENS 

Inv (C„,i5,) 

Inv„ : Inv (C„, Inv (Ci,„, . 

ou Inv (Cii, Du) est le nerf du groupoi'de des isomorphismes de Cu-Z3u-bimodules inversibles. 

Proposition 11.30 Soient C D ^ A-ASS de A-modules sous-jacent libre de type fini. Le champ Tnv iC, D) des 
bimodules inversibles d isomorphisme pres est un 1-champ geometrique et une presentation est donnee par le 
groupoi'de ajfine lisse : 

'[[lnv{C,D,m) x Gl^ ^ ]J /nw(C, £>, m). 

m m 

Preuve La lissite du groupoi'de resulte de ce que les fibres de s sont des G£„-torseurs et que Gin est un groupe 
Hsse. /nw(C, D, m) — > Inv (G. D) est surjectif car on s'est limite a des bimodule projectifs sur la base : si 



Inv{C,D) : ATT a 
u: A^ B 
A^B^B' 
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A ^ B & COM tout C (g) B-D (g) B-bimodule est, sur un recouvrement etale B B' , libre comme -B'-module, 
i.e. un point de Inv{C, D,m). II reste a voir que {Y[^Inv{C,D,m)) ^xnvjc.D) (Um -^"^^(^i '^)) — 
/nw(C, D, m) x Glm, or, parce que Jnv (C, D) est un 1-champ, le premier terme est le schema classifiant 
les isomorphismes du "C-Z3-bimodule libre sur la base universel" et est done equivalent au second. □ 

La proposition suivante se deduit immediatement de la nronosition lll.281 
Proposition 11.31 

1. Soient c,d et n des entiers. Les triplets formes d'une structure C de A-algehre associative sur A'^ , d'une 
structure C d'algebre associative sur A'^ et d'une .structure de C -C -bimodule sur A" sont classifies par 
le schema affine : 

Bim{c, d, n) Spec{A[m, to', /, /, A' , /', Bim)) 

(on renvoie au 811. 2. II nour les abreviations des structures associatives) . 

2. Si on se limite aux seuls bimodules inversibles, les triplets en question sont classifies par un ouvert 
Inv{c,d,n) du schema Bim{c,d,n,n). 

3. Les quintuplets formes d'une structure C de A-algebre associative sur A'^ , d'une structure C d'algebre 
associative sur A"^, d'une structure M de C -C -bimodule sur A™, d'une structure M' de C -C -bimodule 
sur A" et d'un morphisme de C -C -modules f : M ^ M' sont classifiees par le schema affine : 

MorBim{c, d, to, n) := Spec{A[m, to', /i, /i', /]/ (A, /, /, A' , /', /', Bim, Bim' , M orbim)). 

4- Si on se limite aux seuls isomorphismes de bimodules dans le probleme precedent, le schema affine clas- 
sifiant, qui est un ouvert de MorBim{c,d,m,m) , est : 

IsoBim{c, d, to) := Spec{A[m, m' , fi, /i', /, det(/)-i]/(A, /, /, A', /', /', Bim, Bim', Morbim)). 

Ce schema se recrit : 

I soBim{c, d, to) — Spec{A[m, to', /i, /, clct(/)^^]/(A, /, /, A' , /', /', Bim)) = Bim{c, d, to) x Gim- 

5. Si on se limite en plus aux bimodules inversibles dans le probleme precedent, le schema classifiant est un 
ouvert LsoLnv{c,d,m), eventuellement vide, de MorBim{c,d,m,m). On a la caracterisation : 

IsoInv{c, d,m) = Inv{c,d,m) x Glm- 

6. II existe une structure de 2-groupoide (cf. |ML1 ch. 6]^ sur le 2-graphe 

J J Inv{c,d,m) x G£rn ^ Y\. Inv{c,d,m) =4 J Jy^ss". 



11.5 Categories karoubiennes et abeliennes 

Definition 11.32 Une categoric A-lineaire est dite additive si elle possede un objet nul et si toutes les sommes 
finies existent. Dans une telle categoric, somme et produit coincident et se caracterisent par les biproduits. 

Un projecteur dans une categorie C est un endomorphisme idempotent d'un objet de C. Une categorie 
>l-lineaire est dite karoubienne si elle est additive et si elle possede les noyaux et conoyaux de tout projecteur. 
II revient au meme de demander que tout projecteur scinde son objet en une somme deux facteurs directs (I'un 
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etant le noyau-conoyau I'autre I'image). On note A-KAR-n la sous-categorie pleine de A-CAT formee par les 
categories karoubiennes. 

Une categorie ^-lineaire est dite abelienne si elle est additive, possede les noyaux et conoyaux de toutes 
fleches et si tout epimorphisme (resp. monomorphisme) est un conoyau (resp. un noyau). En particulier une 
categorie abelienne est karoubienne. 

Si C est une categorie lineaire, la categorie C = C-Mod est abelienne (et done karoubienne et additive). On 
se limite dans cette etude aux seules categories abeliennes qui sont equivalentes a des categories de modules 
sur une categorie lineaire U-petite. 

Definition 11.33 La categorie des categories abeliennes A-lineaires est notee A-ABjj, ses objets sont les categories 
equivalentes a une categorie de modules sur une categorie de A-CATu et ses morphismes sont les foncteurs 
commutant aux colimites. 

Contrairement a ceux de A-CATu, les objets de A-ABu ne sont pas des categories U-petites et on ne dispose 
d'un foncteur d'oubli de la structure abelienne qu'a valeurs dans A-CATy- 

Definition 11.34 En utilisant le plongement de Yoneda C C°-Mod, on definit un C-module libre (resp. libre 
de type fiwi) comme une somme directe (resp. d'un nombre fini) d'objets de C. Un C-module est dit projectif 
(resp. projectif de type fini) s'il est facteur direct d'un objet libre (resp. libre de type fini). On note C-proj la 
sous-catcgoric plcinc do C°-Mod formee des modules projcctifs dc type fini. 

Si C est U-petite, C-proj ne Test pas mais elle est toujours equivalence a une categorie U-petite C. 

Definition 11.35 

- On definit Vl'additivisation de C comme la categorie j4-lineaire C+ dont les objets sont les families 
{xi, . . . ,Xn) d'objets de C ou n e N est variable; dont le module des morphismes de {xi, . . . ,Xn) 
vers (yi,...,ym) est (Bi,jC{xi,yj) ; et dont la composition est donnee, pour trois objets {xi, . . . ,Xn), 
(j/i, • • • ,2/m), {zi, ■■■,zi) et en notant {ffyizl'.'^ les elements de ®i,jC{xi,yj) par 

(Bi,jC{xi,yj) (BijC{yj, Zk) > (Bi.kC{xi, Zk) 

j=l..m 

- On definit la karoubianisation de C comme la categorie A- lineaire C dont les objets sont les couples {x,p) 
ou x £ et p est un projecteur de x et dont le module de morphismes de {x,p) vers {y,q) ast donne 
par C(x,y) := qC'^ {x,y)p) ; et dont la composition est donnee, si p,q,r sont trois projecteurs, par le 
morphisme naturel qC{x, y)p ® rC{y, z)q rC{x, y)p : (/. g) gf. 

II est clair par construction que ces categories restent U-petites. 

Lemme 11.36 C"*" est equivalente a la sous-categorie pleine de C formee des modules libres de types finis. 

Preuve On a un foncteur C'^ C qui associe a (xi, . . . ,Xn) le module ®iXi, comptc tcnu des isomorphismes 
de A-modules C{(BiXi, ®jyj) — ®i,jC{xi,yj) ~ (BijC{xi, yj) s'etend canoniquement en un foncteur. On dispose 
d'un foncteur reciproque qui a un module libre L isomorphe a ®iXi associe ®iXi, qui, afin d'etre bien defini sur 
les fieches, demande de fixer un isomorphisme L ~ ®iXi. II est clair que ces deux foncteurs sont quasi-inverses. 
□ 

Lemme 11.37 C est equivalente a la sous-categorie pleine de C formee des modules projectifs de types finis. 

Preuve Si P est un module projectif de C facteur d'un module libre de type fini X, il definit, modulo le choix 
d'un supplementaire P' , un projecteur p de X dont il est I'image, P' en etant le noyau ; le projecteur ayant P 
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comme noyau et P' comme image est note p' . Si Q est un autre module projectif de type fini de supplementaire 
Q' et de projecteurs associes q et q' , en posant X := P (B P' et Y := Q (B Q' on a. 

C{X, Y) = {q® q')C{X, Y) {p © p') ~ qC{X, Y)p © Y)p' q'CiX, Y)p ® q'C{X, Y)p' 

d'un autre cote, on a C{X, Y) ~ Q) © Q) © C{P, Q') © C{P', Q') et en comparant les noyaux et 

images des morphismes on trouve C{P,Q) ~ qC{X,Y)p. 

On construit un foncteur C — > C en associant a ((xi, . . . ,Xn),p) le noyau de p vu comme projecteur de 
e C, un tel module est bien projectif de type fini ; I'analyse precedente assure que cette association se 

prolonge au niveau des fleches en un foncteur (pleinement fidele). 

Reciproquement un module de type fini est toujours isomorphe a I'image d'un ((xi , . . . , Xn),p) par le foncteur 

precedent, le choix d'un isomorphisme avec un ((a;i, . . . ,Xn),p) pour tout module projectif de type fini definit 

un quasi-inverse au premier foncteur. □ 

Lemme 11.38 C est une categoric karoubicnnc. 

Preuve En vertu du lemme 111.371 il suffit de montrer que la categorie C'des C-module projectifs de types finis 
est karoubienne. Si M et TV sont deux tels modules, il existe M' et N' tels que M © M' et N (B N' soient 
fibres, d'ou M © TV © M' © est libre et M © TV est dans C" . Soit p un projecteur d'un objet M, p induit un 
projecteur du module fibre M © M' et ses noyaux et conoyaux correspondent a un facteur direct de M © M', 
i.e. a un element de C". □ 

Proposition 11.39 

1. On a une 2-adjonction : 

H : A-CATv A-ICATZv : F 
oil F est I'oubli de la structure abelienne. En particulier, si C <E A-CATi] et D <E A-fCATZu, on a : 

^oukA-CAT^C^D) ~Hom^_^^^^(C,i:»). 

2. On a deux fonctcurs 

A-CATju M A-ABv A-CATv 
verifiant, pour C G A-CATu et D E A-ABu 

mymA-ABSC, D) ^ BmiA.cAT.AC°, D). 



Preuve 1. Soit C e A-CAT et D G A-ICAU, et f : C ^ D, f s'etend en un foncteur / : C ^ £». On I'etend 
d'abord aux modules fibres : si M = (Bxecx est libre on pose f{M) — ®xf{x). Puis, si M,M' G C sont tels 
que M ffi M' soit libre, on considere le projecteur p de M © M' associe a M, et on definit f{M) ~ kcr f{p). 
Reciproquement, etend donne un foncteur / : C —>■ D, sa. composition a la source avec C ^ C fournit un 
foncteur C ^ D. Ces deux foncteurs sont clairement quasi-inverse I'un de I'autre et donnent I'equivalence 
B.om.A-cAT„ {C,D)^ Hom^.K^Ku {C,D). _ 

2. Soit C G A-CAT et D e A-AB, et f : C° D, f s'etend uniquement en_ un foncteur f\:C^D. Pour 
M = ffixg/a; un C-module libre, on definit f\{M) := (Bxfix) ; puis pour M G C quelconque, dont Li L2 ^ 
M ^ est une presentation libre de M, on definit I'extension de Kan f\ de / par f\{M) := colim f{Li) f{L2). 
Reciproquement, la composition d'un foncteur / : C ^ D a la source avec le plongement de Yoneda C° C 
donne un foncteur C ^ D £ A-CATy- Ces deux foncteurs sont quasi-inverse I'un de I'autre et, croise avec le 
fait que A-CAT\] est une sous-categorie pleine de A-CAT^, donnent la bijection cherchee. □ 
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11.5.1 Equivalences de Morita 

Lemme 11.40 Soient C,D G A-CAT, on a I'equivalence de categorie suivante 

Horn 4 ^p(C,D) C° D. 

Preuve 

- Hom^_c_4^(C°, Honi^_c_^y(£>, A)) 

- EmiA-CAT{G° ®A D,A) 
~ C (^A D. 

□ 

Explicitement, la correspondance est la suivante. Soit f : C ^ D, pour x € C, f{x) est un i?-module est 
SB decompose en une famille {f{x){y)}y(zD indexee par les objets de D. Le bimodule F associe a / est donne, 
pour X gC et y & D, donne par F{x,y) := f{x){y). 

En particulier, le bimodule associe a I'extension de / : C — * -D est donne, pour a; G C et y £ D, par 
F{y,x) = D{y, f{x)). L'action de D(y',y) est simplement le produit a gauche et celle de C{x,x') est le produit 
a droite par son image dans D{f{x),f{x')). L'identite de C correspond done a C vu comme bimodule sur 
elle-m6me. 

Reciproquement, si F G C'' ®a D, on lui associe un foncteur — F : C ^ D qui a M G C associe le 
£»-module y ®x^cM{x) (8>a F{x, y). 

Lemme 11.41 Soient C.D E ASS, les equivalences C ^ D correspondent aux (C° (E)a D)-modules E tels qu'il 
existe un {D° (g)^ C)-module F et des isomorphismes E ®u F c:^ C et F E D, i.e. aux C-D-bimodules 
inversibles. De tels bimodules sont toujours biprojectifs et de presentation finie. 

Preuve Si E est un C-Z)-bimodule induisant une equivalence — ®c E : C ^ D, un quasi-inverse est donne par 
N I— > Hom£)(E, N). En effet si F designe un adjoint a droite de — <Sic E, on deduit de 

Homo(M Oc E, N) ~ Homc(M, F{N)), 

en prenant M = C, que F{N) = liomD{E, N). Comme — E est une equivalence, F = RomniE, — ) Test 
aussi ct done commute aux pctitcs colimites filtrantes ainsi qu'aux noyaux, on en deduit que E est projectif de 
presentation finie comme D-module. 

Pour I'enonce analogue sur la structure de C°-module, on remarque que C° (8>a D ~ {D°)° ®a C° et qu'on 
a done une equivalence 

C° ®aD ~ HomA-XB(^,C^). 

Le raisonnement precedent applique au meme module E assure qu'il est projectif de type sur C". 

Comme E est de presentation finie Rom.u{E,N) ~ N ®u Hom£)(£', D) et F est done associe au D-C°- 
bimodule Y{.om.Y){E , D) . Le fait que E et F soient des bimodules inversibles est du aux unites et co-unites de 
quasi- inversion de — (^c E et — Hom£)(i?, D). □ 

Lemme M.42 Soient u : A ^ B G COM. et C,D S A-Ass. On a la commutation (a isomorphisme naturel 
pres) du diagramme suivant : 

C" ®aD ^ Hom^.c^r (C", D) 

(-)" 

C° ®B Du ^ Hom p c.4r(a,. Du) 
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Preuve Si E G C° (g)A D on note — ®c E le foncteur C ^ D associe et = E ®a B le C° ®a I>«-module 
deduit par changement de base ; si / S Hom^^_^^(C, D) on note /" son image par le changement de base. 

Pour un E fixe, on a (— ®c E)^ : C D et — ®c E^ : Cu ^ -D«, I'enonce est equivalent a demontrer que 
(— (g)c E)^ ~ — Eu modulo les equivalences canoniques Cu — C et equivalences canoniques Du — D . 

L 'equivalence Cu — C associe a M : C„ ^ B-Mod le C-module M' : C ^ C„ ^ B-Mod oil deduit de 
C C®aB = Cu tire de I'unite de S ; il est clair que M' a canoniquement une structure de B-module. Pour la 
reciproque, on rappelle que BB designe la categorie a un element ayant B comme algebre d'endomorphismes ; 
M : BB — > C pointe un C-module M' dont les valeurs sont en fait des S-modules, i.e. M' : C B-Mod, qui 
donne un foncteur M" : Cu = C ®aB ^ B-Mod. 

Solent E G C° ®aD ei M : BB ^C , on a (- (S>c EY{M)_^ BB ^C ^D; I'image de I'unique objet de 
BB est M (g)c E, et (- ®c £')"(M) correspond a I'objet de Du : y E D ^ Q^M {x) ®a E{x, y). En utilisant la 
structure de i3-module de M on pent recrire cet objet 

N -.ycD^ ®^M{x) ®bB®a E(x,y) ~ (BxM{x) ®b Eu{x,y) ; 

c'est bien dire que (— ®c E)^{M) est isomorphe a M (g)c„ Eu- □ 

Corollaire 11.43 Le foncteur (-)" : A-CAT B-CAT se restreint en un foncteur : A-AB B-AB. 
Preuve Ceci est du au fait que Horn 4 4k(C) soit I'image essentielle de C° ®a D — > Horn 4 a- 4-t-(C) □ 

On dispose d'un foncteur / : Horn 4 cat^^^ E>) — > Hoin^__^g(C, D)] f ^ f\. 
Lemme 11.44 Le foncteur I est pleinement fidele. 

Preuve Solent f,g : C D deux foncteurs et F et G les C-D-bimodules associes, il faut prouver que tout 
morpliisme de F ^ G provient d'une unique transformation naturelle f ^ g. 

Soit a : f ^ g une transformation naturelle, le morphisme A : F ^ G associe est donne pour tout 
x £ C,y £ D par Ay^x '■ F{y, x) = D{y, f{x)) D{y, g{x)) — G{y, x); u \ — > o u. La commutation a Paction 
de D est sans condition, celle de G impose que pour tout u G D{y,f{x)) et tout v G C{x,x') on doit avoir 
ctx' ° f{v) o u = g(v) o ax o u, ce qui est vrai par hypothese sur a. Reciproquement,si A : F — > G est un 
morphisme de bimodules, on definit Ax : f{x) g(x) comme ^/(a;),a;(*'^/(a;))- La condition precedente prise 
pour u = idfi^x) donne la condition de naturalite sur a. Ces deux correspondances sont clairement inverse I'une 
de r autre. □ 



Definition 11.45 Solent C et D dans A-CAT. Une equivalence de Morita de G vers D est un foncteur f : C ^ 
D G A-CAT tel que f\ : C ^ D soit une equivalence. Une composition d'equivalence de Morita en reste une et 
on note Mor{A) la sous-categorie de A-CAT forme des equivalences de Morita. 

Lemme 11.46 Pour u : A ^ B E COM, le foncteur (— )u respecte les equivalences de Morita, i.e. envoie 
Mor{A) dans Mor{B). 

Preuve Soit f : C D une equivalence de Morita, il agit de verifier que fu ■ Cu ^ Du est encore une 
equivalence de Morita. On note E le G-ZJ-bimodule associe a /, F„ est naturellement muni d'une structure de 
G„-£>„-bimodule, en effet, F„ est naturellement un (G° (E)a £')M-module et (G° (8) D)u — C° (8)3 D„. Le lemme 
\\\A2\ assure que le bimodule associe a /„ est Eu. On conclut en remarquant que £"„ reste inversible : si F est 
un inverse pour E alors F„ est un inverse pour £"„. □ 

Lemme M.47 Si Wa-kati et Wa-ab designent respectivement les sous-categories de A-ICATZ et A-AB formees 
des seules equivalences, le foncteur Mod"^ : A-ICATZ A-CAT A-AB induit une equivalence Wa-kau — 
Wa-ab- 
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Preuve On pose les notations suivantes : pour un univers U, Wa-icatZv designe la sous-categorie de la categorie 
des categories karoubiennes U-petites formee des equivalences ; pour deux univers U G V on a un foncteur 
pleinement fidele Wa-katZi, — * Wa-katZy dont on note Wa-katZv u I'image essentielle. Toujours pour deux 
univers U £ V, on definit Wa-aBy.u comme la categorie des equivalences categories abeliennes V-petites en- 
gendrees par des categories U-petites. Si on a trois univers U € V G W on a un foncteur pleinement fidele 
Wa -ABv,v *■ ^A-ABw,v dont on note Wa-aBw,v,v I'im&gG essentielle. 

Si U G V, on a cgalcmcnt un foncteur c : Wa-ab-, ,., Wa-icatz-, qui a une categoric abclicnnc C associc 
sa sous-categorie Cpp/ des objets projectifs de presentations finies. Pour verifier que c est bien definit sur les 
objets, il faut dire que Cppf est une categorie V-petite, mais que, comme C est engendree par une categorie 
U-petite D, elle est equivalente a la categorie U-petite D. Pour la bonne definition de c comme foncteur, elle 
resulte de ce qu'une equivalence de categories abeliennes f : C ^ D envoie tout objet projectif de presentation 
fini de C sur un tel de D et done Cppf dans Dppf et comme C et D etaient equivalentes, il en est de mfime de 
Cppf dans Dppf et c(/) : Cppf —^ Dppf est en fait une equivalence. 

Pour trois univers U G V G W, les considerations precedentes se resument en un diagramme 



VyA-KAnY,v ^ yyA-ABvf 



ABy 




commutant a equivalence pres. Precisement, pour tout C G Wa-kaHv^ il existe une equivalence naturelle 
C Cppf et, pour tout C G Wa-aBy d il existe une equivalence naturelle Cppf C . 

On tire de ce diagramme, un diagramme entre les nerfs de ces categories dont la commutation a equivalence 
pres, assure qu'il commute a homotopie pres. 

a une equivalence, le morphismc dcduit \a\ sur les nerfs est une equivalence d'homotopie ; on en deduit que 
Mod^ est homotopiquement fidele (injectif sur les pin, n > 0) et que c est homotopiquement surjectif (surjectif 
sur les pin, n > 0). Similairement, comme b est une equivalence, on deduit que c est homotopiquement fidele 
et que Mody est homotopiquement surjectif. c est alors une equivalence d'homotopie, et done Mod^ et Mody- 
□ 

Lemme 11.48 C —> C est une equivalence de Morita. 

Preuve On montre que le morphisme naturel C —> C est une equivalence. Le morphisme naturel f : C —> C 

induit deux fonctcurs f\ : C ^ C ct f* : C ^ C quasi-inverses I'un de I'autre. En effet, la composition f*f\ 
donne I'identite sur les objets de C et done sur tout C et de m6me la composition /]/* donne, gr&,ce a C C C, 

I'identite sur les objets de C et done sur tout C. □ 



11.6 Structures de modeles 

Le but de cette section est de definir les deux structures de modeles sur les categorie des categories lineaires 
pour lesquelles les equivalences sont les equivalence de categories et les equivalences de Morita. 

11.6.1 Adjonctions 

GroupoVdes et categories On note CAT la categorie des categories et GPD celle des groupoides. CAT et GPD 

sont des categories naturellement enrichies sur elles-memes et I'une sur I'autre. On note Hom r<AT Hom gpp 
les hom dans CAT et Hom^j^ et Homppn les hom dans GPD. 
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L'inclusion i : GPD CAT possede des adjoints a droite et a gauche. L'adjoint a droite associe a une 
categorie C son groupoide interieur C*"* qui est la sous-categorie formee des seuls isomorphismes de C. L'adjoint 
a gauche associe a C le groupoide LC = C[C~^] obtenu en inversant toutes les fleches. 

On a : 



Hom^%(G,F) 
Hom gppfiG', C) 
Hom Gpp(C',iG) 



HomGPD(G,F)^"* ; 
HomGPD(iG,C-*) ; 
HomGPD(iC',G). 



Nerf et adjoints Le foncteur nerf |-| : CAT — > SENS associe a une categorie I'objet simplicial 

\C\ := n !-»■ RomcAT{[n],C). 

La structure simpHciale et induite par celle cosimpliciale des categories [n]. Ce foncteur admet un adjoint a 
gauche 

nf * : SENS ^ CAT 

qui a un ensemble simplicial K associe la categorie ayant pour objets Kq et dont les fleches sont librement 
engendrees par Ki avec les relations venant de K2 ; la composition est tiree de la fleche K2 — > Ki correspondant 
a [1] — > [2] : I— > 0; 1 1-^ 2. Par cxcmple, il est evident que n];"*(A") = [n\. La co-unite de cette adjonction 
nf* o |-| — > IdcAT est un isomorphisme. 

Restreint a GPD, |-| admet comme adjoint a gauche Hi = L o H^"**. La co-unite de cette adjonction 
Hi o |-| Idapu reste un isomorphisme. 



11.6.2 Structure simpliciale des categories 

Les adjonctions precedentes permettent de definir deux structures simpliciale sur CAT, dans la premiere 
A" est representc dans CAT par [n] et dans la seconde par L[n]. On se limite a cette derniere qui a I'avantage 
de se restreindre a GPD. 

On pose : 

C(^K — C xUi{K). 

L'exponentielle est donnee par : 

:=HomcAT(niW,C), 
et les espaces simphciaux de morphismes entre deux categories sont 

HomcAT(C> D) := HomcAT(C ® A", £>) 

Or, par adjonctions et par n];'**(A") = [n] 

HomcAT(C®A",£>) = HomcAT(ni(A"), HomcAT(C,£')) 
= HomcAT( W, HomblTCC D)) 

d'ou 

Hom^AT(G,^) = IWcItCC:^)!- 
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11.6.3 categories lineaires 

Soit A un anneau et A-CAT la categorie des categories lineaires, on a un foncteur d'oubli de la structure 
lineaire A-CAT CAT qui admet un adjoint a gauche : C i-^ C(8>^ ou C^A est la categorie v4-lineaire dont les 
^-modules de morphismes sont librement engendres par les ensembles de morphismes de C : (C O A){x,y) := 

Uc(,x,y) ^■ 

Pour K e SENS on pose Ka ■= ^i{K) A. A-CAT herite de la structure simpliciale de CAT et si 
C e A-CAT, C ® = C ®A Ka- On a : 

Honitc^^(C, D) = HomcAT(C x A", D) (e SENS) 

= \Um^ZcAriC,D)\ 
Et en particulier, si on se restreint aux foncteurs qui sont des equivalences : 

OU Eq^^^^(C, Z?) est le groupoide des equivalences de categories de C vers D et de leurs isomorphismes 
naturels. 

Lemme 11.49 Pour A B e COM, le foncteur verifie, pour tout C G A-CAT, (C ® Ai)^, = C„ (g) A^ 
Preuve Cela decoule du caractere monoidal de {—)b (lemme llL2QI et du fait que A^ = 

Si [n] designe I'ordinal a n fleches, on definit la categorie A-lineaire [n]A comme [n] (g) A. On a [0]a — BA. 

11.6.4 Structure de modeles d'equivalences sur A-CAT 

Soit A-CAT la categorie des categories A-lineaires, elle est munie d'une structure de categorie de modeles 
propre a gauche, engendree par cofibrations, simpliciale et mono'idale (cf. |Boul IHoll IRelp pour laquelle les 
equivalences faibles sont les equivalences yl- lineaires. L 'ensemble des cofibrations generatrices est : 

/a:={0^[O]a, [0UI1[0]a-[1U, [1]'a~^Wa} 

ou [1]a est la categorie A-lineaire a deux objets x, y engendree par deux fieches a,b : x y. Celui des cofibrations 
triviales generatrices est J a '■= {[^]a — > ^\}- Les cofibrations sont les foncteurs induisant une inclusion sur 
les objets et les fibrations sont les foncteurs surjectifs sur les isomorphismes de leur image essentielle. Tous les 
objets sont fibrants et cofibrants. 

Pour la distinguer de la suivante on note A-CAT^'^ la categorie A-CAT munie de cette structure de modeles. 
On note egalement A-CAT^^° la structure de modeles triviale, pour laquelle les equivalences sont les isomor- 
phismes et les sous-categories de fibrations et cofibrations sont toute la categorie. Le fait que ni les fibrations 
ni les cofibrations de A-CAT^'' ne soient celles de A-CAT^"" lui interdit d'etre une localisation de Bousfield de 
A-CAT^'". 

Tous les objets etant fibrants et cofibrants, les espaces de morphismes sont donnes par les Hom simpliciaux 
(cf. JiTO : 

MapA.cAT-^oiC^D) = Rom^_cATiC,D) ^ |Hom^_c^^(C, D)]. 
En particulier si on restreint les objets aux equivalences : 

Map2cAT-^{C,D) = \Eq^_^^^{C,D)\. 
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Lemme 11.50 Pour u : A B un morphisme d'anneaux, les foncteurs (— )u et (— )" sont de Quillen (a gauche 
et a droite respectivement) et respectent les objets fibrants et cofibrants. 

Preuve Un foncteur entre categories de modeles est de Quillen a gauche s'il est adjoint a gauche et respecte les 
cofibrations et les cofibrations triviales. Un foncteur entre categories de modeles est de Quillen a droite s'il est 
adjoint a droite et respecte les fibrations et les fibrations triviales. Or, (— )„ et (— )" sont adjoint a gauche et 
a droite respectivement et le reste decoule du lemme Fl. 2 II Le dernier point est trivial puisque tous les objets 
sont fibrants et cofibrants. □ 

11.6.5 Structure de modeles de Morita sur A-CAT 

On definit une seconde structure de modele sur A-CAT, qu'on designera par A-CAT^^°^ . 



On rappelle que Mor {A) designe la sous-categorie de A-CAT formee des equivalences de Morita (cf. 811. 5. Ill 
On definit les trois morphismes suivants : 

a : — >0~O 
^ : >B-^^ 



{x^ — x) (x^ — x) 

Theoreme 11.51 // existe une structure de modele sur A-Cat, notee A-CAT^^°^ , pour laquelle les equivalences 
faibles sont les equivalences de Morita et les objets fibrants les categories karoubiennes. Cette structure est la 
localisation de Bousfield a gauche de A-CAT^'^ pour la classe des equivalences de Morita. 

Preuve On definit A-CAT'^^"'^ par cofibrations generatrices. On prend pour I'ensemble des cofibrations gene- 
ratrices celui I A de A-CAT^'^ (cf. Ill.6.4|l et pour I'ensemble des cofibrations generatrices triviales I'ensemble 

J'a ■■= {[0]a-> A^, a, 7} 

et pour ensemble d'equivalences celui des equivalences de Morita Mor{A). 
On verifie les axiomes du theoreme 2.1.19 de IHovl : 



1. Mor{A) verifie le trois-pour-deux ; 

2. les domaines de I a sont petits par rapport a /-cell = A-CAT ; 

3. les domaines de J a sont petits par rapport a J-cell ; 

4. J-cell C Mor{A) n /-cell= Mor{A) ; 

5. /-inj = Mor{A) n J-inj. 

1. est deduit de ce que les equivalences de Morita soient les images inverses d'isomorphismes par (— ) : 
A-CAT — > A-CAT et que les isomorphisme verifient le trois-pour-deux. 

2. et 3. On montre que tout categorie est petite. Soit C une categorie U-petite et jJCi le cardinal de son 
ensemble de fieches, alors pour n'importe quel ordinal A jJCi-filtre au sens de |Hovl def. 2.1.2], C est A-petite 
dans A-CAT. On utiHse pour le montrer un argument similaire a celui de |Hovl ex. 2.1.6] : on considere un 
foncteur f : C ^ X := coHm^<A ou Xp e A-CAT. Les colimites dans A-CAT sont telle que I'ensemble Xi 
des fieches de X est une colimite des ensembles de fieches des Xp : Xi — colim/3<A iX0)i ; a chaque a; S Ci on 
associe f3{x) tel que f{x) € ^/3(a;)) par regularite b := sup{P{x);x £ Ci} < A ; on en deduit que / se factorise 
par Xt,. 

4. Comme les elements de J-cell sont des equivalences de Morita, il suffit de montrer que le pushout d'une 
equivalence de Morita reste une equivalence de Morita. Soient A B e Mor {A) et A C £ A-CAT, 
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on note C *a B leur pushout, on veut montrer que C ^ C *a B est une equivalence de Morita. Comme la 
karoubianisation est un adjoint a gauche on a C *^ i? ~ C *^ i?. Or, parce que A^B, on aC*^B^C. 

5. Les objets de /-inj sont les equivalences de categories surjectives et verifient done les conditions de J- 
injnMor(^). Pour I'inclusion reciproque, on considere A ^ B e Ia, f ■ C ^ D dans J-injnA/or(A) et un 
diagramme 

A 

b"-^-^D ^D. 

On cherche a relever x en x' . Parce que f\ est une equivalence surjective, on salt que x" existe ; on en deduit x' 
par pleine fidelite de C ^ C. 

Les objets fibrants de A-CAT^'°^ sont les objets C tels que pour tout w : ^ — > B G Ja, tout foncteur 
/„ : A — > C se prolonge en un foncteur f'^:B^C. Soit C un objet fibrant, montrons que c'est une categoric 
karoubienne. La condition de prolongement pour — > est toujours verifie pour tout categoric et n'apporte 
rien. Celle par rapport a a signifie que C possede un objet nul. Celle pour (3 implique que C possede les sommes 
directes (/^j pointe deux objets de C et I'image par de la somme directe des generateurs de BAWBA en 
donne une somme directe dans C). Enfin la condition respective a 7 implique que tout projecteur de C possede 
un noyau (/^ pointe un projecteur et I'image par du noyau de x dans BA[x]/{x'^ — x) donne un noyau dans 
C). 

Pour montrer que cette structure de modele est une localisation de Bousfield a gauche, on utilise la definition 
3.3.1 de |Hirj . II s'agit de verifier que 

1. les equivalences sont les Mor(A)-equivalences ; 

2. les cofibrations sont celles de A-CAT^'^ ; 

3. les fibrations sont les morphismes de relevement a droite par rapport aux cofibrations de A-CAT^"^ qui 
sont dans AIor{A). 

Les deux premiers points sont clairs par definition de la structure A-CAT^^°^ et le troisieme est la definition 
des fibrations dans une categoric de modeles fermee. □ 

11.6.6 Comparaison des structures de modeles 

On compare les trois structures de modeles existantes sur A-CAT . 
Proposition 11.52 On a les foncteurs suivants, surjectifs sur les classes d 'equivalences d'objets : 

A-CAT^"" A-CAT^"^ A-CAT^"'' 



Preuve Ces foncteurs sont en fait I'identite de A-CAT. La compatibilite avec les equivalences est due aux 
inclusions Wa-cat'^" C Wa-cat'^i C Wa-cat"'"'- et la surjectivite resulte de ce que ces inclusions soient 
I'identite sur les objets. □ 
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On definit dans ce chapitre les champs auxquels le sujet a conduit a s'interesser et differents morphismes 
entre eux. Les preuves de geometricite et le calcul des complexes tangents sont reportees au chapitre suivant. 

Le diagramme de la section [iTTsl resume les objets importants construit dans ce chapitre. 

Les differents modules Comme degage en introduction, tout probleme de modules demande des changements 
de bases et une relation d'identification. Concernant le premier point, s'il est clair que, pour un anneau A, les A- 
points du classifiant des categories lineaires sont les categories A-Hneaires, il apparait qu'il existe naturellement, 
pour un morphisme d'anneaux u : A ^ B deux foncteurs envoyant les categories A-lineaires dans les categories 
i?-lineaires : (— )« et (— adjoints respectivement a gauche et a droite du foncteur d'oubli B-CAT — > A-CAT 
(cf. JiTT3|l . Le probleme se pose en fait deja pour les modules de modules sur un anneau, ou il existe aussi deux 
foncteurs u* et w transportant les ^-modules dans les S-modules, la encore, adjoints a gauche et a droite du 
foncteur d'oubH. Mais dans ce cadre, seul I'adjoint a gauche est considere pour construire le champs des modules 
des modules. Comme il est bien connu, les foncteurs u* permettent d'associer un prefaisceau sur Spec{A) a tout 
^-module, dont I'interpretation est la decomposition du module en une famille d'espaces vectoriels parametree 
par Spec{A). L'adjoint a droite ne semble pas jouir d'interpretation geometrique. 

Au niveau des categories, l'adjoint a gauche (— )« : A-CAT B-CAT se compare a celui u* pour les 
modules, au sens ou, si C £ A-CAT, les B-modules de morphismes de Cu sont les images des ^-modules par 
u*. Les foncteurs (— )„ permettent done de deployer C en un prefaisceau en categories sur Spec{A) tel qu'etant 
donne deux objets a; et y de C, le prefaisceau des morphismes entre ces objets soit celui canoniquement associe 
au A-module des morphismes entre a; et y dans C. Comme pour les modules, on pent y penser comme a une 
decomposition de C le long de Spec{A). 

Ainsi, pousse par cette intuition de decomposition spectrale, on considerera nos problemes de modules de 
categories en utilisant l'adjoint a gauche comme changement de base. L'adjoint a droite, quand a lui, trouve 
son utilite dans la construction du champ des categories abeliennes (cf. infra). 

Le choix de ces foncteurs semble egalement avoir un rapport avec certaines procedure de champification et 
cela sera etudie dans un prochain travail |An| . 

Concernant les relations d'identification, les categories lineaires en ont naturellement trois, correspondant 
a autant de points de vue sur ces objets : 

1. on pent considerer une categorie comme un anneau a plusieurs objets, I'ensemble des objets devient un 
invariant et la notion naturelle d'identification est alors Visomorphie ; 

2. on pent voir les categories comme des objets de nature "homotopique" (generalisant les espaces classifiants 
de groupoi'des) , il n'y a plus Heu alors de distinguer deux objets isomorphes et on identifie les categories 
via les equivalences de categories ; 
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3. enfin, on peut les regarder a travers leurs representations (leurs categories de modules) et I'equivalence 
mise en jeu est celle de Morita, i.e. I'equivalence de leur categoric de modules. 

II est notable que ces relations sont compatibles entre elles : tout isomorphisme est une equivalence et toute 
equivalence est une equivalence de Morita. En consequence, on aura des morphismes surjectifs entre les objets 
classifiants correspondants. 

Chacun des trois points de vue donne un prechamp classifiant qui n'est pas en general un champ ; les raisons 
en sont multiples : 

- le recollement a isomorphisme pres (et a fortiori pour les autres identification) de categories ayant plusieurs 
objets peut donner des objets n'ayant plus d'ensemble d'objets globaux ; 

- plus subtilement, meme dans le cas ou il n'y a qu'un unique objet, et ou le probleme precedent ne se pose 
pas, le recollement de categories lineaires a equivalence pres peut donner encore des objets n'ayant pas 
d'objet globaux. La situation est exactement I'analogue de ce qui se passe lorsqu'on recolle des champs 
classifiants de groupes : leur recollement donne en general une gerbe non neutre. 

Dans ces deux cas, les objets recolles n'ayant pas d'ensemble d'objets globaux, ils ne sont pas descriptible par 
des categories et ne sont done pas des points des prechamps classifiants les categories. 

II faut done completer ces prechamps en champs, et, si I'operation est bien definie dans la categoric des 
prechamps, il convient neanmoins de decrire ce nouvel objet, qui a priori peut-etre tres different du prechamp 
initial (le morphisme naturel entre les deux, dont on salt qu'il ne va pas etre surjectif sur les objets peut a 
priori ne pas etre non plus injectif). 

La description des champifies des classifiants des categories est mentionnee pour chaque cas mais non 
demontree et fera I'objet du travail futur (Anj . On mentionne simplement que, dans les cas des modules pour 
les equivalences de categories, la description attendue du champifie comme classifiant certains champs en 
categories lineaires est lie au fait que les changements de bases soient des adjoints a gauche. 

En plus des modules de categories Hneaires, on considere egalement le probleme des modules de categories 
abeliennes a equivalence pres. Comme mentionne plus haut, les changement de base du classifiant des cate- 
gories abeliennes sont les foncteurs adjoint a droite de I'oubli, ce qui les rend moins sensible a une intuition 
geometrique : la fibre d'une categoric abelienne C en un point p : A ^ B de Spec{A) n'est plus la categoric 
des morphismes entre les restrictions des objets de C au point, mais la categoric des i?-modules dans la cate- 
goric C, qu'on peut interpreter - quoique tres imprecisement, mais cela aide a recuperer une certaine intuition 
geometrique - comme la categoric des objets dans C de support^ dans Spec{B). 

La raison de ce choix de changement de base tient, d'une part, a ce que, contrairement a I'adjoint a gauche, 
le changement de base adjoint a droite conserve le caractere abelien flemme []l.43|l . et d'autre, a ce qu'il est le 
bon changement de base a considerer si on veut un morphisme du classifiant des categories lineaires vers celui 
des categories abelienne qui associe a une categoric sa categoric de modules flemme fill.7ll .^ 

Comme dans le cas lineaire, le probleme des modules de categories abeliennes ne donne pas naturellement 
un champ et, la encore, on se contente d'indiquer ce que pourrait etre ce champ. II semble que le fait que les 
changements de bases soient des adjoints a droite permette de decrire ce champ comme classifiant certains 
cochamps (objets verifiant la condition duale de celle de descente), cela sera etudie dans le prochain travail 

La notion de categoric abelienne a laquelle on se limite est telle qu'elles admettent toujours des petits 
generateurs, et cela fournit un morphisme surjectif depuis le champ des categories lineaires a equivalence de 
Morita pres dont on montre que c'est une equivalence Ctheoreme llll.lOII . 

Les differents champs definis Pour chaque probleme de modules on definit essentiellement deux champs, I'un 
note en majuscules I'autre en minuscules, le second est toujours un sous-champ plein du premier pour lequel on 

^11 faut entendre, id, support en un sens plus na'if que celui que lui donne habituellement la geometrie algebrique. 
^On peut noter que, formellement, ce dernier argument est valable aussi pour les modules : le morphisme qui a un A-module 
M associe son dual M' := Hom 4 (M. A), commute aux changements de base si on utilise I'adjoint a droite du cote de M' . 
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a impose certaines conditions de finitude sur les objets qu'il classifie. Ce sont ces champs dont il sera montre 
au chapitre suivant qu'ils sont geometriques. Les champs "majuscules", eux, figurent dans la presentation pour 
deux raisons : ils servent pour le calcul des champs de lacets des "minuscules" et ils mettent en avant que 
I'obtention de champs comme reponse aux problemes de modules est independante des conditions de finitude 
necessaires au caractere geometrique. 

Les definitions sont assez rapides et on ne releve les champs qui sont d'interets pour le chapitre [iV| que dans 
le diagramme commutatif de la section [Til. 51 qui resume les relations entre eux. 

Les constructions des champs se font a partir de (sous-)prefaisceaux faibles de Quillen et on a essaye de tenir 
les notations suivantes : pour une lettre M designant le probleme etudie M represente un (sous-)prefaisceau 
faible de Quillen ; M son strictifie, qui est un (sous-)prefaisceau de Quillen fcf. ll.59ll ; \M\ le prefaisceau simplicial 
nerf des equivalences (cf. 3I.2.2|I et M_ le champifie de \M\. 

On rappelle qu'on se fixe deux univers U £ V et un anneau commutatif k de U. COM est la categorie des 
algebres associatives commutatives sur k dans U et COM") celle des schemas affines dans U qu'on 

munie de la topologie etale : tons les champs construits dans ce chapitre le sont sur ce site. 

L'univers V ne sert que pour definir certaines categories de categories. 

lll.l Modules a isomorphisme pres 

On definit dans cette section le champ classifiant les categories lineaires a isomorphismes pres. 

Soit A S COA4, on considere la categorie A-CAT''" des cate gories et des foncteurs lineaires munie de la 
structure de modele triviale pour laquelle les equivalences sont les isomorphismes. On definit le prechamp faible 
de Quillen a gauche suivant : 

CAT^'° : ATT° — > CATv 

A I — > A-CAT^'° 
u:A^B I — > : A-CAT'"" B-CAT'"" 

^ ^ - — > — Iso J 

Le lemme MTlQl assure que CAT est un prefaisceau faible. Les structures de modeles A-CAT ^° etant triviales, 
le caractere de Quillen a gauche, s'etablit par le fait que les restrictions soient des adjoints a gauches et qu'elles 
preservent les isomorphismes (lemme []l.21|l . 

J ' — - — Iso J J 

On note CAT ^° le strictifie de CAT , \CAT le prechamp simplicial deduit et CAT ^° le champ 
simplicial associe. 

Categories de type fini. A A e COM on associe A-Cat^'^°, sous-categorie pleine de A-CAT^"" formee des 
categories dont le graphe sous-jacent est projectif de type fini (cf. 811. Les foncteurs (— )„ preservant ces 

, Iso - — ^ — Iso 

conditions flemme ni.22|l . les A-Cat forment un sous-prefaisceau faible de Quillen a gauche Cat de CAT 

T ' ^^^O T T 

On note Car''" le strictifie de Cat ; |Cai | le prefaisceau simpHcial deduit et Cat ^° le champ simplicial 
associe. 

Proposition lll.l Pour A e COM etC,De A-CAT^"" (resp. C,D e A-CAT''°), le prefaisceau Qc,d\CAT^''°\ 
(resp. U,c^D\Cat^''°\) est un faisceau et classifie les isomorphismes de C vers D. 

Preuve On rappelle que comme ICaf^**"! est plein dans \CAT^''°\, si C et D sont deux points de \Cat^''°\, on a 
nc,D\Cat^'"'\ ~ nc,D\CAT^''°\. On se limite done au cas ouC,D £ A-CAT'"". Les valeurs de \CAT^''°\ etant 
des nerfs des groupoi'des d'isomorphismes, il est evident que Qc,d\CAT^''°\ classifie les isomorphismes de C 
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vers D. Le fait que ce soit un faisceau est un corollaire de la descente des morphismes d'algebres |SGA1I ch. 
VIII]. □ 

On a le corollaire evident. 

Corollaire III.2 CAT ^"" etCat^'° sont des 1-champs. 

Champification \CAT^''°\ et \Cat^'^°\ ne sont pas des champs, car, comme dit en introduction, le recollement 
de categories a isomorphisme induit un recollement a isomorphisme pres des ensembles d'objets qui n'a aucune 
raison d'etre trivial. 

Soit ENS ~ B&n le champs sur ATT classifiant les ensembles U-petits (champ associe au prechamp 
constant de valeurs le groupoide ENS™*). L'ensemble d'objets d'une categorie etant un invariant de sa classe 
d'isomorphisme, on en deduit un morphisme de champs oh : CAT^^° SAfS . Soit X un schema, et un 
morphisme C : X CAT ^"" . On salt par des principes generaux que localement sur X, C se remonte en un 
point de \CAT^^''\, i.e. en une categorie Hneaire et C est obtenu par un recollement a isomorphisme pres de ces 
objets locaux. Fixons le nombre n d'objets et considerons la fibre C^T ^^°'"'^*'''°* de CAT ^''° — > £J\fS le long 
de n : pt ^ B&n SAfS . Le faisceau des objets de C est un faisceau localement constant de degre n, il est 
trivial si et seulement si on a un relevement 



CAT 



Iso.n, strict 



■ pt 



X 



■CAT 



I SO 



■EMS 



et I'obstruction est done donnee par la classe [060 C] G S„) ~ Hom(X, B&n ), i.e. par le cocycle de 

recollement des objets. 

II semble clair d'apres le raisonnement precedent que le champ CAT ^"^" doit etre le classifiant des faisceaux 
en categories dont le faisceaux des objets est localement constants. Ce resultat sera demontre dans |AnJ. 



III. 1.1 Modules d'algebres associatives 

Soit A G COM, on note A-ASS la categorie des ^-algebres associatives unitaires, elle s'identifie canoni- 
quement a la sous-categorie pleine de A-CAT formee des categories ayant un unique objet. Pour u : A ^ B,\e 
foncteur (— )„ ne pouvant que diminuer le nombre d'objet d'une categorie, il envoie A-ASS dans B-ASS. On 
definit ainsi un sous-champ plein ASS de CAT ^''°. 

On note A-Ass la sous-categorie pleine de A-ASS forme des A-algebres dont le module sous-jacent est 
projectif de type fini. Les foncteurs (— )u conservant la projectivite des modules, ces categories definissent un 
sous-champ plein Ass de ASS_. 

Proposition 1 1 1.3 |.455| est dejd un champ. 

Preuve C'est un corollaire immediat de la descente des modules projectifs et des structures d'algebres jSGAll 
ch. VIII]. □ 

La difference avec la situation de |C^T^^°| et que les recollements d'algebres n'ont pas de de soucis de 
recollement des objets. 

Proposition III. 4 ASS est un sous-champ ouvert de CAT ^"" et Ass est un sous-champ ouvert de Cat ^"" . 

Preuve Le nombre d'objets d'une categorie C est un invariant de sa classe d'isomorphie, conserve par les 
foncteurs de restriction de CAT ^^". Si EMS designe le champ des ensembles U-petits sur ATT . I'association 
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de son nombre d'objet a une categorie definit un morphisme de champs o : CAT ^^° £J\fS . Le champ £J\fS 
est la reunion disjointe des B&n - En particuher {*} = B@i est un sous-champ ouvert de SAfS : son image 
reciproque par o (le sous-champ des categories ayant un seul objet, i.e. le champ ASS_) est done un sous-champ 
ouvert de CAT ^''°. La deuxieme assertion se deduit de ce que Ass ~ ASS y^cAT'^" Cat ^^° . □ 

III. 1.2 Modules d'algebres commutatives et schemas affines 

On definit A-COM. la sous-categorie pleine de A-ASS formee des algebres qui sont en plus commutatives. 
Pour u : A ^ B, le foncteur (— )„ preserve la nature commutativite des algebres et les A-COM. definissent un 
sous-champ plein COM, de ASS . 

On note A-Com la sous-categorie pleine de A-COM formee des A-algebres dont le module sous-jacent est 
projectif de type fini. Ces categories definissent un sous-champs plein Com de COM . 

Proposition 1 1 1.5 Com est un sous-champ ferme de Ass . 

Preuve Soit C : Spec{A) Ass une ^-algebre, on montre que le lieu sur Spec{A) ou C est commutative est un 
ferme. On considere le module Horn 4 (C (^a C,C) et la section donnee par le commutateur, C est commutatif 
sur le Heu ou cette section est nulle. Ce lieu est ferme car C, et done Hom^(C (>^a C, C), est projectif de type 
fini comme yl-module. □ 



Schemas La categorie A-COM° est equivalente a la categorie des schemas affines sur A et le champ COM " 
est equivalent au champ ATT des schemas affines. Le champ Com" est, lui, equivalent au champ Aff des 
schemas affines de longueur finie. 

III. 2 Modules a equivalence pres 

On definit dans cette section le champ associe a la classification des categories lineaires a equivalence pres. 
La construction commence avec celle du prechamp classifiant les categories lineaires ou il apparait un choix 
pour les foncteurs de restriction menant a deux definitions distinctes. Puis, le classifiant naturel n'etant pas un 
champ, on discute un peu la champification. 

On rappelle qu'on s'est fixe trois univers U e V G W. 

Pour une A € COM, on note A-CAT^'^ la categorie des categories ^-Hneaires U-petites et leurs foncteurs 
munie de sa structure de modeles simpliciale ou les equivalences sont les equivalences de categories (cf . 311. 6.411 . 
Si u : A ^ B est un morphisme dans COM on rappelle (cf. i|ll.3|l qu'on a deux foncteurs : 

(-)„ , (-)" : A-CAT^" ^ B-CAT^" 

adjoints respectifs a gauche et a droite du foncteur d'oubli : B-CAT^'^ — > A-CAT^"^ . 

Chacun des foncteurs (— )„ et (— )" pent servir a definir une structure de prefaisceau faible sur la famille 
{A-CAT^'^}AecoM et on definit alors 

CAT^"'^ : ATT" CATv 

A ^ A-CAT^" 
u:A^B ^ (-)„ : A-CAT^'' ^ B-CAT^'^ 



et 



^-^Eq,d 

CAT -.ATT" — > CAT^ 



A ^ A-CAT^"^ 
A^B ^ (-)" : A-C^rf « ^ B-CAT^'^ 
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^ ^ ^ ^ ^ ^ ■ — ^ — Eq.g - — ^ — Eq,d 

Le lemmes 111.191 111.501 et 111.491 etablissent que CAT et CAT sont des prefaisceaux faibles de Quillen 
simpliciaux, respectivement a gauche et a droite, comme le rappellent les exposants g et d. 

111. 2.1 Le champ droit des categories lineaires 

On note CAT'^'^^'' le strictifie de CAT ; par le corollaire II . 59! c 'est un prefaisceau de Quillen a droite. On 
note \CAT^''''''\ le prefaisceau simplicial classifiant les equivalences de CAT^'^''^ et CAT^'^''^ le champ associe. 

Les univers de references pris pour la definition de CAT_^'^''^ sont volontairement decales. Le champ CAT ^'^''^ 
ne servira que pour definir le champ AB du 3111.31 

111. 2. 2 Le champ gauche des categories lineaires 

On note CAT^'^''^ le strictifie de CAT^'^''^ ; par le corollaire ITsgl CAT^"^'^ est un prefaisceau de Quillen 
a gauche. On note \CAT^'^'^\ le prefaisceau simplicial classifiant les equivalences de CAT^'^'^ et CAT ^"^'^ le 
champ associe. 

Categories de type fini Pour A e COM, on note A-Cat^'^ la sous-categorie pleine de A-CAT^'' des categories 
equivalentes a une categoric dont le graphe sous-jacent est projectif de type fini (cf. 811. Ill , i.e. des categories 
ayant un nombre essentiel d'objets fini et des Hom projectifs de type fini sur A. Les foncteurs (— conservent 



ces conditions (cf. lemme MI.22P et ces categories definissent un sous-prefaisceau faible Cat de CAT . Les 
sous-categories A-Cat^'^ etant stables par equivalences et tons les objets etant fibrants dans les structures de 

Eq . , ^^Eq 

modeles considerees, Cat est en fait un sous-prefaisceau faible de Quillen 3l.2.2l de CAST 

Eq 

On note Cat^^ le strictifie de Cat , qui est un sous-prefaisceau de Quillen a gauche. On note |Cai^''| le 
prefaisceau simplicial classifiant ses equivalences et Cat ^'^ le champ associe. 

^-^—-Eq 

Cat^'^ etant un sous-prefaisceau de Quillen de CAT , \Cat^'^\ est un sous-prefaisceau simplicial plein de 
|C^r^«'f |. De meme Caf'^ est un sous-champ plein de OAT^'. 

Categories a nombre d'objets borne Pour A G COM et un entier n, on note A-CAT-"^ (resp. A-Cat~") la 
sous-categorie pleine de A-CAT (resp. A-Cat) formee des categories ayant essentiellement moins de n objets. 
Le nombre essentiel d'objets etant conserve par equivalence, et les foncteurs de changement de base (— )u ne 
pouvant que diminuer le nombre essentiel d'objets flemme iri.22|l . ces categories definissent deux sous-prefaisceau 

^~^Eq Eq 

faible de Quillen de CAT , dont le second est un sous-prefaisceau faible de Cat . Les champs simpliciaux 
associes sont notes respectivement C4r^«' ^" et Cai^«' ce sont des sous-champs pleins de CAT_^'^ et Cat ^'^ . 

Lorsque n = 1 on abrege CAT ^ (resp. Cat J le champ C^T ^'''-^ (resp. Caf'^-^). On en parle comme du 
champ des categories connexes ou des gerhes lineaires. 

Si n < m on dispose de morphismes pleinement fideles CAT -'^ — > CAT -™ et Cat -" — > Cat -™'. 

III. 2. 3 Diagonale 

Soit A g COM, on considere deux categories A-lineaires C et D, de graphes de type fini, vues comme des 
points de CAT^"^. Comme tons les objets sont fibrants et cofibrants, le corollaire 11.66! donne I'equivalence de 
champs : 

nc^oCAT'''^ ~ Eqg^.,(C,g) . 

Or, les structures simpliciales des A-CAT sont telles (cf. i|ll.6.3p que Eq^^E, (C, D) est le prefaisceau simplicial 
nerf du prefaisceau en groupoi'des : 

Eq{C,D):ATT^SpeciA) GPD 

u:A^B ^ Eq^_^_^^(C„,i?„) 
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ou Eq^ ^^^{Cu, Du) est le groupoi'de des equivalences de categories C„ — > D„ et de leurs isomorphismes 
naturals. 

On en deduit immediatement la proposition suivante. 

Proposition 1 1 1.6 Soient A e COM et C e A-CAT . 

- Le prefaisceau tto{\CAT^''\) classifie les classes d'equivalence de categories Uneaires. 

- Le prefaisceau ■ki{\CAT^'^\,C) classifie les classes d'isomorphie des auto- equivalences de la categoric C. 

- Le prefaisceau Tf2{\CAT^'^\,C) classifie les automorphismes du foncteur identite de la categoric C. 

- Pour n > 2, les prefaisceaux Ttn{\CAT^'^\, C), et, a fortiori, les faisceaux associes, sont tous triviaux. 

■k2{\CAT'^'^\, C) est fait directement un faisceau. Pour ttq{\CAT^'^\] et tti{\CAT^''\,C), conformement a 
^interpretation faite au 81.1.11 les faisceaux associes classifient, respectivement, les formes locales des classes 
d'equivalence de categoric et des classes d'isomorphie d'auto-equivalences de C. II est difficile d'etre plus precis, 
et c'est la raison pour laquelle les objets d'importance sont plus les champs CAT ^"^, Vl CAT ^'' et VlVt CAT ^'' 
que leurs invariants d'homotopie. 

III. 2. 4 Champification 

Les prefaisceaux simpHciaux \CAT^'^'^ \ et |Cat^'| ne sont pas des champs. On a deja aborde les deux raisons 
pour lesquels il pouvait ne pas y avoir de d'objets globaux, mais \CAT^'''^\ et \Cat^''\ ont en plus la particularite 
que leur prechamps de morphismes ne sont pas des champs : le groupoi'de des foncteurs a isomorphisme pres 
n'est pas un champ (cf. infra). Pour les champifier, il va falloir champifier aussi ces champs la. 

Ainsi, a strictement parler, le probleme des modules des categories a equivalence pres, soit ne se resout pas 
par un champ, soit se resout par un champ dont ce qu'il classifie n'est pas si clair (puisqu'il contient plus de 
points et de morphismes que ceux correspondant aux categories et leurs equivalences). 

Toutefois, comme souvent dans ce genre de problemes, la reponse devance presque la question et on s'attend 
a ce que le champ CAT ^'^'^ associe a CAT^'''^ soit un champ classifiant certains champs en categories lineaires, 
qui localement sont equivalents a un champifie du prechamp issu d'une categoric lineaire. Element un peu 
plus subtil, les morphismes de CAT ^'^'^ doivent etre des formes tordues de foncteurs Hneaire et, a priori, tout 
morphisme de champs entre deux points de CAT^'^'^ n'est pas de ce type. Cette analyse traduit qu'il doit exister 
un morphisme du champ CAT ^'''^ vers le champs des champs lineaires, dont la remarque sur les morphismes 
laisse penser qu'il n'est pas plein (mais il doit etre fidele). 

Nous prevoyons d'etudier ces problemes dans un travail futur sur la champification jAnj . 

Foncteurs tordus Soit {Ui X} une famille couvrante de X = Spec{A) € ATT^ et soient C,D & A-CAT \ 
on note Ci et Di les restrictions Ae C ei D h Ui. On considere une donnee de descente de morphismes de C 
vers D, elle consiste en des foncteurs fi ■ Ci ^ Di et des isomorphismes (fiji : [fi)ij {fj)ij sur chaque Uij 
verifiant la condition de cocycle sur Uijk, 4'kj4>ji = 4'ki- 

Soit X € C et Xi ses restrictions aux C, ; on cherche a definir un objet f{x) de D qui serait son image par 
le recollement des fi. Le cocycle (j)ij evalue en x donne une condition de recollement pour les objets fi{xi) et 
on pent recoller les fi seulement si on pent recoller les fi{xi) en un objet de ; un tel objet est un D-torseur 
et n'est pas forcement representable dans D. 

En revanche si on salt que le champ associe a D est essentiellement forme des ZJ-torseurs, le recollement 
des fi(xi) existera et done le recollement des fi en un morphisme de C vers le champ associe a D. 

III. 3 Modules des categories abeliennes 

On definit dans cette section le champ classifiant les categories abeliennes integrant la theorie des deforma- 
tions infinitesimales de ILVdBll rLVdB2l. 



91 



///. Modules des categories lineaires 



Pour chaque A e COM, on rappelle I'mclusion (non pleine) de categories A-ABv A-CATy- Le lemme 
II 1. 431 assure que ces sous-categories sont compatibles avec les foncteurs de restrictions (— )". En consequence on 

peut definir le sous-prechamp faible non plein de CATy 

AB : ATT° — > CATv 
A I — ^ A-AB 
u-.A^B I — > : A-AB B-AB 

Les valeurs de ce prefaisceau ne sont pas des sous-categories de modeles, et ce n'est done pas un sous- 

. -^Eq,d 

prefaisceau faible de Quillen de CAT^ ■ Neanmoins, A-ABu est stable par equivalences dans A-CATy (toute 
categorie equivalente a une categorie abelienne est abelienne). 

On note AB le strictifie de AB, il reste stable par equivalences dans CAT^'^''^ et, en consequence, son nerf 
\AB\ est plein dans \CAr^'^'\ ainsi que le champ simplicial associe AB dans CAT '^'^''^. 

Si A-Ab designe la sous-categorie pleine de A-AB formee de I'image essentielle de A-Cat par -Mod"^, le lemme 
?? assure que les A-Ab forment un sous-prefaisceau plein de AB qu'on note Ab. On note Ab son strictifie ; 
son nerf et M) le champ simplicial associe. \Ab\ et M) sont pleins dans \AB\ son nerf et AB respectivement, et 
aussi dans \CAT^'^-'^\ et CAT^'^''^. 

On rappelle, pour A e COM, les foncteurs P) : A-CAT A-AB (cf. ^TTsl . que pour les besoins de la 
section on renomme Mod^. 

- — ^ Eq,g 

Lemme 1 1 1.7 Les foncteurs Mody definissent un morphisme Modu : CAT AB et, en consequence, un 

morphisme de prechamps : 

Mod% ■ CAT^'i-^ — > AB 

et de champs 

Mod^ : CAT^'^ s AB. 
Ces morphismes sont essentiellement surjectifs. 

- — ' — Eq,g - — - — Eq,d 

Preuve II suffit de verifier que Mody est definit comme morphisme CAT CAT et il suffit pour cela 

que les Mod^{A) commutent aux restrictions : c'est une application du lemme 171.201 La surjectivite est une 
consequence de celle de Mod^ : A-CAT A-AB qui induit un foncteur surjectif entre les prechamps classifiant 
les equivalences, et done entre les champs associes. □ 



III. 3.1 Diagonale 

Proposition IN. 8 Soient C et D deux A-algebres associatives projectives de type fini. Le prechamp fl-(jjj\AB\ 
est equivalent au champ Tnv iC, D) classifiant les C-D)-bimodules inversibles. 

Preuve On rappelle que Xnv{C,D) est definit au ^11.4.3! ou la definition utilise des conditions de finitude sur 
les categories mais elle se generaHse. 
On a 

: ATT A — > SENS 
u:A-^B I — > ^c".D^ \B-CAT\ 
A^B^B' I — > : f^c-^c" \B-CAT\ \B'-CAT\ 
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et 



Xnv{C,D) : ATT a 
u: A^B 
A^B^B' 



SENS 

lnYiCu,D.u) 

Invy : Inv (C„, Inv {Cyu,Dy 



ou Inv ((C, D)u) est le nerf du groupoi'de des isomorphismes de C-D-bimodules inversibles. II faut done montrer 
que les valeurs de ces prechamps sont equivalentes et que les restrictions sent compatibles avec ces equivalences. 
Soient C et D deux ^-algebres associatives projectives de type fini et A ^ B ^ B' E COA4. On rappelle les 
isomorphismes canoniques C„ ~ C . 

Comma est plain dans iWs-c^Tvli on a la diagramma commutatif : 



:\Wb. 



Ab\ 



\Wb. 



CATv I 



^7 



-\Wb. 



-\Wb. 



OU les fleches horizontales sont des equivalences. Le lemme IB^ fournit un diagramme commutatif 



-\Wb. 



n^—\g(B-CAT^ 



Eq; 



A 



n—^\g{B'-CAr^ 



Eq^ 



OU las flechas horizontales sont das equivalancas. La structure simpliciala da B-CATy donna I'isomorphisma : 

^^b-catM^Du) ^ iEq^_^_^^^(a:, 

at la lamma EOSl donna la diagramma da groupoidas : 

^r,.r atSC'uM Inv((C„,D„)) 

(-). 

- Inv(C„„,L'^„)) 



iB-CAT. 



OU las flechas horizontales sont das equivalancas. 

Mis bouts a bouts, ces diagrammes fournissent Tequivalanca voulua antra las prechamps. 

On en deduit immediatement la proposition suivante. 

Proposition 111.9 Soient A G COM et C & A-CAT . 

- Le prefaisceau TfQ{\AB\) classifie les classes d'equivalence de categories abeliennes. 

- Le prefaisceau Tri{\AB\,C) classifie les classes d'isomorphie de C -C -bimodules inversibles. 

- Le prefaisceau Tt2{\AB\,C) classifie les automorphismes de C vu comme C-C-bimodule. 

- Pour n > 2, les prefaisceaux 7r„(|^i3|, C) sont triviaux. 



□ 



Concernant les faisceaux associes, on a la mama remarque qu'au 8111. 2 
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III. 3. 2 Champification 

Comme pour les problemes de modules precedents, les prechamps AB et Ah ne sont pas des champs et il 
faut les champifier. Mais, difference notable, les prechamps de morphismes sont, ici, des champs (ce qui, en un 
sens qu'on ne precise pas, correspond au fait que les objets classifies soient eux-memes des champs) et la seule 
obstruction a ce que AB et Ah ne soient pas des champs est leur saturation pour les formes tordues de leurs 
points. 

Tout cela sera etudie en details dans le futur travail sur la champification |An| . 



III. 4 Modules a equivalence de Morita pres 

Soit A G COM, on rappelle que A-CAT^^"'' est la cate gorie de modeles des categories lineaires a equi- 
valence de Morita pres, c'est la localisation gauche de Bousfield de A-CAT^'' pour laquelle les objets locaux 
sont les categories karoubiennes. Un remplacement fibrant dans A-CAT^^°^ est donne par le foncteur (— ) de 
karoubianisation, c'est un adjoint a gauche (cf. nronosition lll.39|l . 

On definit le prechamp faible suivant : 

^— — A/or 

CAT -ATT" — > CAT 

A I — > A-CAT^^""" 

u:A^B ^ : A-CAr^^°'' ^ B-CAT^^°'' . 

qui, sauf pour les structures de modeles sur les categorie points, est identique a C.4T . Le lemme lll.461 assure 

^ — M or 

que les foncteurs (— )„ sont de Quillen a gauche, et CAT est done un prefaisceau faible de Quillen a gauche. 

On note CAT^^°^ son strictifie, |C^T*^°'^| le prechamp simplicial nerf des equivalences et CAT ^^°^ le champ 
simplicial associe. 

Eq ' — - — Mor 

Cat est un sous-prechamp de CAJ^ mais il n'est plus de Quillen, car il n'est plu stable par equivalence : 
la karoubianisation d'une categorie ayant un nombre fini d'objet a, a priori, un nombre infini d'objets. On definit 

J\/or — Mor Eq 

Cat comme le plus petit sous-prefaisceau faible de Quillen de CAT contenant Cat . On note Cat 
le champ simplicial associe. 

--^ — Eq ^ — Mor 

On a un morphisme evident K : CAT — > CAT qui induit entre les champs associe un morphisme, 
dit de localisation : 

/C : CAT^'i -^CAT^^°\ 

De meme on recupere un morphisme 

K-.Caf'^ Cat^^°\ 

Par construction de la structure de modeles de Morita, le morphisme IC^ : A-CAT^'^ — > A-CAT'^^"'^ factorise 
A-CAT'^'i A-AB et, en consequence, on a une factorisation de morphismes de prefaisceaux de Quillen : 

CAT'^'^^^^AB et Cat^q.a ^ Ah 



QAT^ior Cat^""- 

Pour le dernier triangle la fieche Cat ^^°^ — > Ab existe si C n'est que Morita-equivalente a une categorie de 
type fini, la categorie de ses modules est, elle, equivalente a une categorie engendree par une categorie de type 
fini. 

Theoreme 111.10 Les morphismes CAT ^^°^ — > AB et Cat ^°^ — > Mi deduit des morphismes precedents sont 
des equivalences de champs simpliciaux. 
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Preuve On montre que cette equivalence existe deja au niveau des prechamps simpliciaux. Pour Spec(A) G 
ATT, \CAT'^'°1(A) = \Mor{A)\. II s'agit de prouver que le morphisme naturel |iVfor(yl)| — > |WOi-yiB| est une 
equivalence. On utilise pour cela le diagramme commutatif 

\Mor{A)\' ^\Wa-ab\ 




\Wa-katz\ 

Wa-katz consiste en les equivalences de A-CAT^^°^ entre les seuls objets fibrants, qui se reduisent aux equi- 
valences de A-CAT^'' car ces fibrants sont aussi les objets locaux, le lemme IbTsIi dit alors que qui est 
Tinclusion naturelle des objets fibrants, est une equivalence. IMod,-^ o k\ est une equivalence par le lemme 111. 471 
On conclut en applicant le principe de trois-pour-deux des equivalences dans SENS. 

Le raisonnement est exactement le meme avec les conditions de finitude. □ 

Remarque 111.11 Les morphismes CAT^^'"' — > AB et Cat^^""- — * Ah ne sont pas des equivalences de 
prefaisceaux de Quillen, essentiellement parce que les categories abeliennes possedent plus de morphismes que 
les Hneaires (au sens ou Mod n'est pas essentiellement surjectif). Neanmoins, si on se restreint aux seules 
equivalences comme morphismes, les morphismes deviennent des equivalences. 

Pour A G COA4 on definit A-AB^'^°-' la sous-categorie de A-AB ayant pour morphismes les seuls foncteurs 
preservant les objets projectifs de presentation finie. Les restrictions (— )« conservent ces conditions et ces 
categories forment un sous-prechamp AB^^°-' (non plein mais essentiel) de AB. 

Par definition de AB^"^"^ , le morphisme CAT^"'' — > AB se factorise par AB^^°-' . Si on considere qu'il doit 
exister une notion de champ en categories superieures et qu'on note CAT °^ et AB^'^"'' les champs associes 
aux prechamps CAT^^°^ et AB^^°\ on pent faire la conjecture suivante. 

Conjecture 111.12 CAT^'°'' ABP''"' est une equivalence de champs en categories superieures. 



III. 5 Morphismes 

Au final, on a le diagramme commutatif suivant entre les champs precedemment definis. (On a le meme 
diagramme entre les champs "majuscules", mais il ne servira pas dans la suite.) 

Aflv ^ -^:Lr Q'itv'' 




Le morphisme QCoh est la composition Aiod o B o lo c et le morphisme Z est construit comme suit. 

Si A e COM on dispose d'un foncteur : A-AB A-COM qui a une categoric y4-abelienne associe 
son centre qui est une ^-algebre commutative. II est compatible avec les equivalences naturelles des deux 
categories car une equivalence entre deux categories abeliennes induit un isomorphisme sur leur centre. Pour 
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qu'il definisse un morphisme de champs, il reste a verifier sa commutation avec les changements de bases, or, 
siu: B e COM et C G A-COM, on a bien 

(ou les egalites sont des isomorphismes canoniques) car le centre d'une categoric de module sur un anneau 
commutatif est cet anneau. On a un isomorphisme canonique de foncteurs Z"^ o ModA ~ id qui en induit entre 
les morpliismes de champs associes : Z o QCoh ~ id. 

Proposition 111.13 Si AB'^"^"^ designe le sous- champ plein de AB image de QCoh, le morphisme 

Z : AB''""" COM 

est une gerbe ; sa fibre en C : Spec{A) COM est ICi Pic jC). 1) = [pt/Pic{C)] oil Pic (C) est le champ 
en groupes^ des C -modules de rang 1 a isomorphisme pres ; et oil [ytl Pic jC)] designe le champ quotient du 
"groupoide"^ Pic (C) ^pt. 

Preuve Soit C : Spec{A) — > COM, on note F la fibre de Z en C, pour laquelle on suppose qu'il existe un point 
global c : Spec{A) F, et on considere la longue suite exacte d'homotopie 

^ TT2{F, c) ^ ^2(^™'", C) tt MOM . C) 

TTl (F, C) TTl {AB"°"" ,C)^TTl ( COM . C) 

MF) noiAB'""') ^ MQOM)- 

De la relation Z o Qcoh ~ id, on deduit que Zq et Zi sont surjectifs Le morphisme Zq est aussi injectif 
car deux anneaux commutatifs non-isomorphes ont des categories de modules non equivalentes (deux anneaux 
commutatifs Morita-equivalents sont isomorphes). De plus, ir^i COM ) = car COM est un 1-champ. 

On deduit de tout cela que F est connexe, et que flcF est equivalent au noyau du morphisme de champs 
en groupes QZ : VlnAB''"' ^ Uc COM . nnAB"""" est equivalent au champ Inv{C,C) des C-C-bimodules 
inversibles (cf. nronosition lll.3QII et fln COM est equivalent au schema des automorphismes de C : 

Aut(C) : ATT\ — > ENS 

A^B I — y AutB-coM[C ®aB)- 

On decrit le morphisme induit par Z entre ces deux champs. Soit A ^ B e COM et M un C (^a B-C ®a B- 
bimodule, on note x le generateur canonique de C alors M , vu comme morphisme, associe a cc, M vu comme 
C ®A -B-module sur sa structure gauche. On en tire un isomorphisme a : C ®a B = Z(End(a::)) Z(End(Af )). 
De I'autre cote Z(End(M)) est canoniquement identifie a C ®a B — Z(End(a;)) en utilisant la structure droite 

de M ; on note /3 cet isomorphisme. On a C ^a B —> Z(End(M)) <^ C ®a B et I'isomorphisme associe par Z a 
M est o a. Cet isomorphisme vaut I'identite si et seulement si a — l3 ce qui revient a ce que les structures 
droite et gauche de M coincident. 

On definit le sous-champ plein de Pic (C) de Inv (C. C) forme des bimodules inversibles dont les structures 
droite et gauche coincident, c'est le noyau de ilZ. □ 

La fibre de est calculee par la proposition suivante. 

Proposition IN. 14 f |TVll §5.3]) Si on a C e A-ASS, la fibre de en BC est la gerbe pointee K,{C* , 1) definit 
par 

KiiC* ,\): ATT" — > SENS 

A^B ^ K{{C®aB)*,1) 

^Pour la notion de champ en groupes, ainsi nomme pour qu'elle soit intuitive, on renvoie a celle de HcxD-champ de IToll §1.4]. 
En fait un groupoide de Segal, notion pour laquelle on renvoie a rrV3l §1.3.4]. 
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oil K{{C ®A B)*, 1) est un espace classifiant pour le groupe des elements inversibles de C ®a B. 
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Chapitre IV 



GGometricite 



Ce chapitre reprend, dans ses trois premieres sections, les champs du chapitre precedent et prouve leur 
caractere geometrique. Pour chacun d'entre eux, il est aussi explicite une presentation par un 2-groupoi'de (cf. 
3I.1.2|I dont on se sert pour calculer un modele pour les complexes tangents de ces champs. 

La section [1^31 etablit que le morphisme naturel Cat ^^ — > Mi est etale. 

La derniere section, enfin, consiste en un gros diagramme commutatif qui resume tous les resultats. 

IV. 1 Modules a isomorphisme pres 

On rappelle le champ Cot ^^° sous-champ plein du champ CAT^*° genere par le prechamp Cat^^° de CAT^''° 
forme des categories lineaires dont le nombre d'objets est fini et dont les modules de morphismes sont projectifs 
de type fini. 

On prouve dans cette section que Cat^'" est un 1-champ 1-geometrique, puis on etudie son tangent. 

IV. 1.1 Geometricite 

On rappelle le champ Gr_ — Um^n Gr„ classifiant les graphes lineaires projectifs de type fini; les Gr„ ~ 
Vect ^"^ /6n classifient les graphes lineaires a n objets (cf. 811. L'oubli de la loi d'algebre fournit un morphisme 
Cat ^^° — > Gr_ et on definit Cat ^^°'^ comme la fibre au-dessus de Gr„, il classifie les categories a n objets. 

Avec les notations du 811.11 on definit les champs Cat Cat par les deux carres homotopique- 

ment cartesiens dans Ch[AJ-T) suivants : 



Cat^'°^'^ ^ Vect^'^^ 




les morphismes w^, et done les Cd, sont 0-representables (car Ud est ouvert et u est de fibre 6„). 
Lemme IV. 1 Ces morphismes sont etales. 

Preuve Ud est etale car ouvert et u est etale car un c'est un ©„-torseur et S„ est un groupe etale sur pt. □ 



99 



IV. Geometricite 



Q^iso,n,stnct champ classifiant les categories lineaires a isomorphisme fixant les objets pres, et Ca£''°''^ 
en est le sous-champ plein des categories hneaires de type d. La geometricite de Cat ^^°'^ est equivalente a celle 
de tous les Cat^""-'^. 

Sa definition comme produit de BG£ ^ assure que Vect ^'^^ admet pt comme carte ; on I'utiHse pour definir le 
champ Cat^'^°'^'^^ des trivialisations de Cat ^^°''^ par le produit fibre homotopique dans Ch{AJ-J-) : 

C^tIso,{d) ^pt 

c □ 



Proposition IV. 2 Cat^'^"'^'^^ est equivalent au schema Cat'^'^^ classifiant les structures de categoric sur un graphe 
libre de rang d. 

Preuve On rappelle que Cat^'^^ est detaille a la proposition II 1. 31 On explicite Cat^'^°'^'^^ par le produit fibre : 



Vect^'^'> 



Iso.d 



pt X Cat 

Les foncteurs de champification et de strictification commutent aux produits fibres et on se ramene au calcul 
du produit fibre au niveau des prefaisceaux faibles. 

Si \G£d\ designe le nerf du groupoi'de a un objet tire du groupe G£d et si, pour une algebre commutative A, 
\A-Cat^''°\n est I'ensemble des n-simplexes du nerf des isomorphismes de la categorie A-Cat, on trouve que les 
objets de Cat^'^°'^^\A)n sont les couples : 

(a : X A" ^ lGfd|, C £ \A-Cat^'X) 

tels que ao : x A" \G£d\ soit le graphe L libre de type d et ai : 1 x A" \G£d\ soit I'image de C. 
En notant a I'identique les objets de C et leurs graphes, on pent representer a par le diagramme 




oil toutes les fieches sont des isomorphismes et tous les triangles sont commutatifs. 

Si D est une categorie, on appelle un isomorphisme de graphes L ^ D une trivialisation de D et on dit que D 
est une categorie triviaHsee. Un triangle comme ceux du diagramme ci-dessus definit une notion d'isomorphisme 
de categorie trivialisees. Ainsi Cat^^°'^'^^(A) est simplement le nerf du groupoi'de des isomorphismes de categories 
trivialisees de A-Cat''^°. 

Chaque trivialisation donne une structure de categorie sur L qui s'exprime dans la base canonique par 
des constantes de structures et deux categories trivialisees sont isomorphes si et seulement si ces structures 
sont identiques. En d'autres termes, on a une bijection entre les composantes connexes de Cat^'"'''-'^\A) et 
les A-points de Cat'-'^K L'equivalence entre les deux provient de ce que les categories trivialisees n'ont pas 
d'automorphismes : 

L 




G 
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commute si et seulement si /? = aa = id. 

he champ Cat^""''-'^'^ est ainsi le champ associe a un prefaisceau faible en groupoides, equivalent au foncteur 
des points du schema Cat^'^\ il est done equivalent a ce schema. □ 

Corollaire IV.3 Catf""''^ est 1-geometrique et {Gid x Cat^'^^ =^ Cat^'^^) en est une presentation par un groupoide 
affine. 

Preuve Par construction Cat^'^°'^'^^ ~ Cat^'^^ — > Cat ^^°''^ est un G^^-torseur comme tire en arriere d'un tel et les 
quotients de groupoides etant effectifs dans la categoric des champs, le groupoide affine : 

Gld X Cat^'^^ =f Cat^'^^ 

est un modele local pour Ca£^°''^ . 

Cat ^^°''^ est 1-geometrique si le groupoi'de est lisse (§??). Or comme tout pull-back d'un morphisme lisse est 
lisse : Cat'^'^^ Cat ^^°''^ est lisse et egalement les fleches 

Gld X Cat^'^'^ = Cat*'') Xc<jti=o.d Cat^'^^ =^ Cat^'^\ 

□ 

Theoreme IV. 4 Cat ^^°'^ est 0-geometrique localement de presentation finie et une presentation par un groupoide 
est donne par : 

6n X ]J [Gld X Cai*'')) =t ]JCai('') 

d d 

( oil les reunions sont prises sur toutes les applications d : E avec E un ensemble fixe de cardinal n ) 

Preuve Udi^id x Cat^'^^) ^ U^Cat*'*) definit un modele local pour Qat'""'''-''^"''*, pour obtenir Catf""''' il sufEt 
d'y rajouter Taction de ©„. Soit C"^ un ^-point de Cat^'^\ un element gd & Gid agit par changement de base 
dans les C'^{x,y) ; on note D''^ le nouveau point de Cat'''^\ Un element a S S„ agit sur par permutation des 
objets, ce qui revient, en fixant les objets, a agir sur d; on note C"*°'^ I'image de C par a. Ces deux actions 
commutent. Avec ces notations, Taction du groupoi'de est donne sur les A-points par : (a, g'', C^) ^ £)doa q 



IV. 1.2 Tangent 

On renvoie a Tannexe El pour la definition du complexe de Hochschild d'une categoric. 

Theoreme IV. 5 Le complexe tangent au champ Cat ^^° en un point correspondant a une categoric A-lineaire G 
est donne par un double tronque du complexe de Hochschild de G : 

Der^\G) := HG\G) — > HZ^{G) 

oil HZ^{C) est en degre 0. En particulier, le tangent geometrique s'identifie a HH^(G) et le tangent aux 
morphismes est HZ^{C), i.e. le module des derivations de G.^ 

Preuve La decomposition Ca£^° = ]J„ Cat ^^°'^ ramene le calcul du tangent a la determination du tangent a 
Cat^""'"-. Les appHcations Cd : Cat^""''^ Cat^""''^ etant etales flemme [iVT)l . le tangent a Cat^""'"^ en un point 
sera isomorphe a celui de Cat ^^°''^ en un quelconque releve du point. 

Le corollaire I IV . 31 ca,ra,cterise Ca£^°''^ comme le champ quotient du groupoide affine Hsse 

s,b: Gld X Cat^'^^ ^ Cat'^'^\ 

^La notation Der-^{C) est choisie pour evoquer que ce complexe est naturellement un tronque-decale du complexe des deriva- 
tions derivees de C. 
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On utilise la proposition 11.441 pour calculer le complexe tangent en un point x : X = Spec{A) Cat^'^^ 

^CatW — G£d X X , \e complexe tangent est quasi-isomorphe a 

ou C est la categorie correspondant au point X Cat'-'^\ T^g^itd) q est le vl-module des deformations a I'ordre 1 
de la loi de C, i.e. HZ'^{C) et Tceax-X.x est I'algebre de Lie g£d = ®x,yg(d(x,y) - ®x,yiiomA{C{x, y),C{x, y)) = 
HC^{C). 

Pour definir la differentielle, quelques details sur Taction de Gtd sont necessaires. On note m{-,-) la multi- 
plication de C. Symboliquement, si {gxy} G Gid{A) agit sur les C{x,y) par f^y gxyfxy, il agit sur : 

HC^iC) = HomA{G{x, y) 0^ C{y, z), G{x, z)) 

{x,y,z)£E 

par Mxyz '-^ 9xzMxyz{gxy 1 9y}) ■ L'actlon derivee de axy S g^d{x,y) est done donnee par 

Mxyz ^ axzMxyzi-,-) " Mxyzicixy,-) " 2 (" , ) ) , 

qu'on reconnait pour etre la differentielle de Hochschild. □ 

IV. 1.3 Champs des algebres associatives et commutatives 

On rappelle le champ Ass classifiant les algebres associatives a isomorphisme pres (cf. comme c'est 

un sous-champ plein ouvert de Cat ^^° il est 0-geometrique (corollaireOU et on retrouve le resultat connu que 
son tangent en une ^-algebre associative C est donne par un tronque de son complexe de Hochschild. 

Dans le cas ou d est un type de graphe ayant un seul objet, d est essentiellement un nombre entier ; par souci 
de clarte on note Ass'^ le schema classifiant les structures de categorie a un objet, i.e. d'algebre associative 
unitaire, sur un module libre de rang d. 

Une presentation de Ass est donne par le groupoi'de 

]J {Gin X Ass"") =4 W Ass"". 

riGN rieN 

Le rang n est un invariant de la classe d'isomorphisme d'une algebre ; on definit Ass^ comme le sous-champ 
de Ass^ dont ce rang est n. II se presente par le groupoi'de 

Gin X ^SS" =t Ass"". 

On a la partition : 

Ass = Y\^Ass^. 

n 

ATT ° — Com (cf. i|lll.l.2|l etant un sous-champ ferme de Ass ^ il est egalement geometrique fcorollaire ll.21ll . 
On deduit de la partition de Ass la partition 

ATT = W at T "^ 

n 

OU ATT ^ ~ Ass ^ X _\ss Com est le champ des schemas de longueur n. 

On rappelle de la DroDosition lll.4l le schema affine Com^"^^ classifiant les structures d'algebres commutatives. 
Une presentation de Com ^ est donnee par le groupoi'de 
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Le tangent de Com^"^^ en un A-point C est un sous-module du tangent a Cat^"^ en C, obtenu en imposant la 
condition de commutativite. Precisement, comme Tcati"\c ~ '^Com("\c 6st obtenu en ne considerant 

que les 2-cocycles symetriques en leurs variables dont on note Z\j^^^{C) le module. 
Le complexe tangent a Com en C : Spec{A) — > Com est le complexe 

Harr^\C) C^HarAQ ^ Zh,„{C) 

ou Cjj^^j.{C) := HC^{C) = EndA(C) et ou Z\j^^^{C) est en degre 0. Ce complexe est le tronque-decale en 
degre 1 du complexe de cohomologie de Harrison de C |GS| . 

IV. 2 Modules a equivalence pres 
IV. 2.1 Geometricite 

On rappelle que le champ Cat ^'^ est le champ associe au prechamp classifiant les categories lineaires ayant 
un nombre essentiel d'objets fini et des modules de morphismes projectifs de type fini. On prouve dans ce 
paragraphe la geometricite de Cat ^'^ . On procede en montrant la geometricite du champ des chemins entre 
deux points et en explicitant une carte pour Cat ^'' . 

IV. 2. 1.1 Diagonale 

Soit A e COM, on considere deux categories ^-Hneaires C et D, de graphes finis et Hbres, vues comme des 
points de Cat ^'' . On a deja vu au illll.2.3l aue Vln n Cat ^'^ est le champ associe au prefaisceau en groupoi'des : 

EqiC,D):ATT^SpeciA) ^ GPD 

ou Eq^ ^^^(C„, Du) est le groupoi'de des equivalences de categories C„ Du et de leurs isomorphismes 
naturels. Vtn n Cat ^'^ est done geometrique si le groupoi'de est geometrique et lisse. 

Proposition IV. 6 SiC et D sont deux categories A-lineaires, de graphes finis et libres alors le champ Qn n Cat ^'^ 
est 1- geometrique et un modele local est donne par le groupoi'de Eq{C,D)i =t Eq{C,D)o (cf. nron. [77J4)) . 

Preuve Comme C et D ont ete choisies de graphes libres et finis, le groupoi'de forme des equivalences et des 
isomorphismes naturels entre elles est classifie par le groupoide de la proposition [T^Rj : 

Eq{C,D)i^Eq{C,D)Q. 

Comme les deux schemas de ce groupoide sont afRnes, la 1-geometricite de fin n Cat ^'^ est equivalente a la 
Hssite du morphisme source (cf. 3I.1.4|I . 

Comme les schemas en jeu sont de types finis, on montre la lissite de la projection source par le critere 
formel. Pour B une A-algebre et B' une extension infinitesimale de B on considere un carre commutatif 

Spec{B) ^^^Eq{C, D)i 

^ s 

Spec{B^)—^Eq{C,D)o 

oil f est une equivalence Cb Db, a un isomorphisme naturel f ^ g (on rappelle que g est entierement 
caracterisee par / et a) et F une equivalence Cb' Db'- La commutativite assure que / est la restriction 
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de F a B. La lissite de s est equivalente a I'existence d'un relevement {F,a) de F faisant commuter les deux 
triangles (ces deux donnees caracteriserons un unique G isomorphe a F par a) . 

Comme les restrictions (— ) b conservent les objets, les applications entre les objets de F et / coincident. Pour 
tout X ^ Cb, est isomorphisme de Db de source f{x) et de but un certain y ; on cherche un isomorphisme 
Ux 6 DB'{f{x),y) tel que sa restriction donne ax- Un prolongement ctx de Ux existe car DB'{f{x),y) se 
surjecte sur DB{f{x),y) — DB'{f{x),y) 'S>b' B, il reste a montrer qu'il est encore un isomorphisme. Pour cela 
on considere la fonction 6x de B' definie par le determinant de la composition par ctx , elle est inversible ssi ctx 
est un isomorphisme. Or, Sx est un prolongement infinitesimal de la fonction det(mQ^) G B qui est inversible, 
elle reste done inversible. □ 



IV.2.1.2 Carte 

Les morphismes de categories de modeles : A-CAT^^° A-CAT^^ se regroupent en un morphisme 
de prefaisceaux faibles de Quillen et les morphismes : A-Cat^^° A-Cat^'^ en un morphisme de sous- 
prefaisceaux faibles de Quillen. 

Ces morphismes sont surjectifs sur les classes d'equivalences et induisent un morphisme surjectif au niveau 
des champs associes. 

Proposition IV. 7 B : Ca£^° — > Cat ^'^ est un morphisme lisse. 

Preuve Soit A une k-algebre et A' une extension infinitesimale au premier ordre. On considere le carre du type : 

Spec{A) Cat^^° 
D 

y B 
Spec{N) Ca^^i 

commutatif a equivalence pres. La lissite etant un critere local, il sufRt de considerer le cas ou C et D' sont 
des categories lineaires ; on cherche alors a construire une categoric ^'-lineaire D equivalente a D' dont la 
restriction yl-lineaire soit isomorphe a C. 

Les donnees de commutations du diagramme sont une equivalence de categorie / : C — > £>' ®a' A. On 
construit D comme suit : pour chaque paire d'objets x,y € C on definit D{x, y) — D{fx, fy) ou les objets fx 
et fy sont vus dans D compte tenu que D' et D' ®a' A ont les memes objets. Comme / est une equivalence, 
il est clair que D ®a' A est isomorphe a C. □ 



IV. 2. 1.3 Presentation 

Theoreme IV.8 Cat^« est un 2-champ 2-geometrique localement de presentation fini. Une presentation par un 
2-groupoide affine est donne par ( cf. ill. 14]) : 

EQ2 =t EQi ^ EQq. 

Preuve EQq forme une carte affine de Cat ^^° et done de Cat^'^ par composition avec B, EQi est une carte 
affine de ^EQaOM.^"^ et EQ2 — ^EQi^EQaQat^'^ . □ 

Remarque IV. 9 II est assez naturel qu'il doit exister un champ en 2-categories enveloppant Cat ^'' dont il ne 
doit etre que le champ en groupoi'de interieur. Modulo la definition de tels champs, cet enveloppant devra etre 
encore un champ qui est 2-geometrique par la presentation affine CL2 ^ CLi ^ CLq. 
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§ IV. 2. Modules a equivalence pres 



IV. 2. 2 Tangent 



Theoreme IV. 10 Soient X — Spec{A) e ATT , C : X —* EQi^ etx:X^ EQq — > Cat ^'^ . Le complexe tangent 
en X est donne par le tronque du complexe de Hochschild : 

Hoch^^ := HC°{C) HC^{C) HZ^{C) 

(oil HZ^{C) est en degre 0). 

Preuve On calcule le tangent a Cat ^'' en x en utilisant la Dronosition ll.431 On considere le diagramme de carres 
homotopiquement cartesians 



X XeQi EQ2 



X 



EQ2 



EQi 



X XEQa EQi 



■EQi 




EQo- 



■EQo 



ou la section a existe par la factorisation de x, eocr est la composition avec la fleche 'identites' e : EQg EQi. 
On deduit du diagramme par application de la proposition : 



T, 



hocolim T. 



Ctx KOgCat'^i.s 



et 



CatE^,s - hocolim {Txxeq^EQ2 



^EQoEQl.x) 



d'ou le fait que Tc^it'^i^x sst quasi-isomorphe au complexe de A- modules : 

Txxbqj_EQ2,x > Txxeq„EQi,x > T^eQo,x- 

Si on note C la categoric pointee par le morphisme X EQq, on a les interpretations suivantes des objets 
intervenant dans le complexe precedent : 

- X X EQo EQi classifie les equivalences de categories de source C. 

- X xeqi EQo classifie les isomorphismes (entres equivalences) de source idc- 

Le tangent au point C de EQq est exactement une deformation au premier ordre de la loi de C (cf. Annexe 
El on a done 

Tbqo,x = HZ'^{C). 

Le tangent au point de X x eQoEQi correspondant a I'identite de C est le module des equivalences C[e] D, 
ou D est une categoric yl[e]-lineaire qui est une deformation au premier ordre de C, telles que evaluees en e = 
elles donnent I'identite de C. La lA . 1 II caracterise ces objets comme etant les elements de HC^{C). D'ou 



EQ: 



gEQiMc - HC^{C). 



Le tangent au point de X x eQi EQ2 correspondant a I'identite de idc est le module des isomorphismes 



idc[e] ^ / oil / est un endofoncteur de C[e] qui pour e = redonne idc- La proposition |Aj21 caracterise ces 
objets comme les elements de HC'^{C). D'ou 

T^XKEQ^EQoM,dc = HC^\C) 
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IV. Geometricite 



La fieche de bord TxxeqoEQiMc ~^ T^eqo.x associe a une equivalence C[e] — > D la categorie D et la fleche 
de bord TxxEQiEQo,id,i^ TxxeqoEQiMc associe a un isomorphism e a : idcM-^ f I'equivalence /. La 
comparaison avec les cobords du complexe de Hochschild (propositions IA.8I et IA.11|I assure que le complexe 
tangent de Cat ^'^ en x 

HC°{C) -> HC\C) HZ^{C) 
est exactement un tronque du complexe de Hochschild. □ 

IV. 2. 3 Stratification par le nombre d'objets 

On rappelle du i|lll.2.2l les champs Cat ^'^' 
Proposition IV. 11 Les champs Cat ^''' sont 2-geometriques et les inclusions 

Caf"' <« , Q^Eq, <n+l 

sont ouvertes. En particulier l : Cat ^ :— Cat ^'^ -^ Cat ^'^ est une inclusion ouverte. 

Preuve On utilise la carte du paragraphe precedent et la semi-continuite de la fonction 'nombre essentiel 
d'objets' (cf. corollaireEEll. □ 

Corollaire IV. 12 Une deformation infinitesimale d'un point de Cat ^'' ne peut pas augmenter le nombre essentiel 
d'objets, en particulier toute deformation infinitesimale d'une gerbe lineaire reste une gerbe. 



IV. 3 Modules des categories abeliennes 

On prouve dans cette section la geometricite du champ Mi, puis on montre que le complexe tangent en un 
point est un tronque du complexe de Hochschild. 

IV. 3.1 Geometricite 
IV.3.1.1 Carte 

On a les morphismes 

Mod est surjectif par definition de Mi et le compose Mod o B Vest aussi en vertu du lemme|T03 
Proposition IV. 13 Le morphisme ModoB est lisse. 

Preuve Soit A e COM et A' ^ A une extension infinitesimale au premier ordre. Avec les notations de la 
nronosition 11.671 il convient de savoir si un objet {C, M, N,a, (3) ou C £ A-Ass, M e A-Ah et N ^ A' -Ah 
et oil a : C ^ M et P : N ~> M sont des equivalences, est relie par des equivalences a un objet du type 
{D,D,D,id,id) ah D ^ A-Ass. Tout d'abord on remarque que N est du type D et que via une equivalence 
de quintuplets fcf. Il.67|l on peut toujours supposer que M = Du- Par cette premiere equivalence, C peut-etre 
vu pax a comme un generateur de et le probleme se ramene a la construction une deformation de C en un 
generateur de D. 

L'equivalence C ~ £)„ est donnee par un C-Du-bimodule inversible E, en particulier End£)^^(i?) ~ C. E 
est projectif de type fini sur flemme [11.4111 et le lemme Fl.271 nous permet de le deformer en un D-module 
projectif de type fini F. En consequence, on a End£)(i^)„ ~ End£)^_(i^„) = End£)^(£') ~ C et, en posant 
C" :=EndD(F), on aC^" ~Q ~ C. _ _ _ 

On a trouve une deformation de C, il reste a voir que F definit une equivalence de Morita £> C", il 
sufHt pour cela de verifier que F, vu comme C"-module est generateur de C". Soit X e C", on montre que 
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§ IV. 3. Modules des categories abeliennes 



Homc'(F, X) ~ ^ X ^ 0. Comme F est projectif de type fini Homc'(i^, X)u = Hoinc(i^tt, Xu) = d'ou X^ 
est nul car F^ — E est generateur de C . X^ est en particulier un A-module de type fini et X est en particulier 
une deformation de X„ en un y4'-module, il est done nul par le lemme de Nakayama. □ 

Le fait que Mod o B soit lisse n'entrame pas directement la lissite de Mod car B n'est pas surjective, 
neanmoins, la technique de la preuve de la proposition II V. 13l s'adante pour demontrer la lissite de Mod. 

Lemme IV. 14 Soit d un type de graphe, on note \d\ = '}2x y'^^^^y) ■ morphisme de schemas Cat^'^^ — > 
Ass^'^^ : C t-* [C] est lisse. 

Preuve Soit C un ^-point de Cat^'^\ son image [C] est un anneau muni canoniquement d'une famille complete 
d'idempotents orthogonaux donnee par les objets de C, i.e. d'elements Px, on x est un objet de C, telle que 
PxPy = si X ^ y, p1 = Px et J^xP^: ~ 1- I^^s Px permettent de reconstituer C a partir de [C] car 
C{x,y) ~py[C]px. 

Le probleme de la lissite, dans sa version relevement des extensions infinitesimales, se reformule alors en 
le probleme de faire suivre ces idempotents le long d'une deformation de [C] en un autre famille complete 
d'idempotents orthogonaux. 

On le demontre par recurrence en indexant les n objets de C par {1, . . .n}. Soit A ^ B e COM une 
extension au premier ordre et soit D ^ C une extension au premier ordre de C vu comme B-module, dont on 
note K le noyau. On a deja vu dans la preuve du lemme 111.271 au'on pouvait remonter les projecteurs de C en 
des projecteurs de D, cela permet de remonter pi en un projecteur qi. Maintenant on suppose qu'on a remonte 
Pi, ]pi en des projecteurs orthogonaux 51, . . . , g^, et on montre qu'on pent remonter pi+i en un element qi+i tel 
que qjQi+i = pour tout j < i et tel que qf_^,i = qi+i. On pose q — J2j<i 1j comme ils sont orthogonaux on a, 
pour tout j < i : qjq — qj, ainsi que q^ — q. Soit q[j^i un releve de Pi+i, la relation qq[j^i = est equivalente a 
IjQi+i — pour tout j < i. Comme q[^i ne verifie pas a priori cette relation, on montre qu'on pent toujours le 
deformer par un element de K en un q'/^i qui la verifie. En effet, I'equation q{q'i^i + a;) = admet x = qq'^^i 
comme solution et cet x est dans K car son image dans C est {J2j<iPi)Pi+i = ; on pose done (7,-^]^ — qq'^^i. 
On salt par le raisonnement de la preuve du lemme [n.27l au'on peut deformer q'/_^,i en un projecteur qi+i par un 
element x ^ K et I'hypothese de recurrence sera montree si cet element verifie encore qqi+i = 0. Or la formula 
obtenue lemme 111. 271 pour x admet un q'/^-^ en facteur et done qx — 0. 

On utilise ainsi la recurrence jusqu'a remonter Pn-i puis on pose g„ = 1 — J2i<n 1i- '-' 

Proposition IV. 15 Mod est lisse. 

Preuve On a un morphisme de schemas affines [— ] : W_j^Cat'^'^^ — > lln^'Ss" donne par C ^ [C]. On a un 
diagramme 

Ass^ Ass ^^^^ M 




et le lemme ITI .241 assure que Mod o ;B o a o [— ] ~ Mod o c. 

Comme Mod o B o ao [—] est lisse, comme composee de morphismes lisses, et que c : Yid^'^^^'^^ — ^ Cat ^'' 
est lisse, on deduit que Mod est lisse (par definition de la lissite). □ 

IV.3.1.2 Diagonale 

Proposition IV. 16 Soient C et D deux A-algebres associatives projectives de type fini. Le champ fl-^j^Ab 
est equivalent au champ Tnv (C. D) classifiant les C -D -himodules inversihles. En particulier, c'est un 1-champ 
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IV. Geometricite . 



1-geometrique et une presentation est donnee par le groupoi'de affine 

Y[ Inv{C, D, m) x G£m ^ ]J Inv{C, D 



m) 



Preuve On rappelle que Xnv{C,D) est definit au ^11.4.31 Le fait que fl-^j^Ab soit equivalent a Inv{C,D) est 
demontre a la nronosition llll.81 La geometricite de Tnv{C, D) et sa presentation sont demontres a la proposition 

liOnl □ 

IV. 3. 1.3 Presentation 

Theoreme IV. 17 Mi est un 2-champ 1-geometrique localement de presentation finie. Une presentation par un 
2-groupoide est donnee par celui des anneaux a equivalence de Morita pres : 

J J Inv{c, d, m) x G£m =^ Y\. ^^i^' d,,m) -4ss". 

c,d,m c,d,ra n 

Preuve □ 

Remarque IV. 18 Tout comme Cat ^'^ (cf. remarnue llV.QII . il est assez naturel qu'il doit exister un champ en 
2-categories classifiant les categories abeliennes, dont une presentation par une 2-categorie serait : 

Jl MorBim{c,d,m,n) ^ JJ Bim{c,d,m) ^'\'\ Ass". 

c,rf,m,n c.d,m n 



Corollaire IV. 19 Une autre presentation de Ab par un 2-groupoide est donnee par celui (definit dans la preuve) 
des categories a equivalence de Morita pres : 

]J Inv'{c,d,m) x G£„ =t ]J Inv'{c,d,m) ^ JJCat^'^^. 

c^d^ra c^d^m d 

oil dans les reunions les c, rf, m sont des types de graphe. 

Preuve On definit d'abord le 2-groupoi'de en question. Pour C une categorie lineaire projective de type fini 
ayant un nombre fini d'objet, I'association C [C] definit un morphisme de schemas Cat'^'^^ — > Ass^"^^ ou 
Ml ■= T.x.vGc d{x,y) 

Les lemmes ITl .241 et ITOTI assurent que les C-D-bimodules inversibles sont les [C]-[D]-bimodules inversibles, 
en consequence le classifiant des triplets (C, D, M) on C et D sont des categories lineaires de graphe libre de 
types respectifs c et d fixe et ou M est un C-D-bimodule inversible de graphe libre de type est donne par 

Inv'{c,d,m) (Cat^^^ x Cat^'')) x^^^^,,, /nt-(|c|, |m|) 

et le schema classifiant les quintuplets (C, D, M, N, /) ou C et Z? sont des categories lineaires de graphes libre 
de type respectifs c et d fixe, ou M et iV sont des C-D-bimodules inversibles de graphes fibres de type m fixe 
et ou / : M — > iV est un isomorphisme de bimodules est donne par 

Inv'(c, d, m) x Glm 

(car la donnee de M est d'un isomorphisme / caracterise N). 

^Un bimodule etant en particulier un graphe, son type est celui du graphe sous-jacent. 
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§ IV. 3. Modules des categories abeliennes 



Compte tenu de ce que classifient ces schemas il est evident que le 2-graphe 

Y[ Inv'{c,d,m) x Gim =t ]J Inv'{c,d,m) ^ JJCat^'^). 

c^d^m c^d.ra d 

est muni d'une structure de 2-groupoi'de. 

EQo = W.d^'^i'^'^^ est une carte pour M) d'apres la proposition IIV.lSl et ^eQo^^ est le 1-champ classifiant 
a isomorphisme pres les bimodules inversibles entre deux categories lineaires dont la proposition ?? assure que 
IJc d m Inv'{c, d, m) x Glm ^ Uc d m Inv' {c, d, m) est une presentation par un groupoide. □ 

Notation IV. 20 Pour des besoins de simplicite d'ecriture on pose AB2 '■— Yic d m ^''^^i'^^^^''^)' ^^Bi :— 
Mcdm Inv{c, d, m) et ABq := U« -4ss" ; ainsi que AB'2 ^ „ Inv'{c, d, m), AB[ := Uc d m Inv'{c, d, m) et 

IV. 3. 2 Tangent 

Le complexe de Hochschild est definit en annexe El 

Theoreme IV. 21 Soient X — Spec{A) £ ATT , C : X ^ Cat'-'^^ etx : X ^ Cat^'^^ Ab le point correspondant 
de Ab. Le complexe tangent de Ab en x est donne par un complexe quasi-isomorphe au tronque Hoch-^ du 
complexe de Hochschild de la categoric C (cf. theoreme \IV.10i) . 

Preuve On utilise la meme preuve qu'au theoreme II V. 101 avec la presentation ABi^ ^ AB[ =^ AB'q (ci. IIV.20j) 
au lieu de EQ2 =t EQi =^ EQq. 

On en deduit que T^b,^ est quasi-isomorphe au complexe de A-modules : 

Le tangent au point C de EQq est exactement une deformation au premier ordre de la loi de C (cf. Annexe 
EJ on a done 

Pour les autres on remarque d'abord que 

- X y~AB'„ AB[ est le classifiant des bimodules inversibles de source C. 

- X Xab[ AB'2 est le classifiant des isomorphismes (entres bimodules inversibles) de source C vu comme 
C-C-bimodule. 

Avec les notations de IA.2.41 on en deduit que le tangent de X x j^g/^ AB[ au point correspondant a C vu 
comme C-C-bimodule est le module des C[e]-C[e]ct-bimodules inversibles, qui pour e = donnent C comme 
C-C-bimodule. La nronosition lA. 251 assure que le morphisme naturel 

a pour image le module des 1-cobords de Hochschild, et la proposition lA . 2 ll dit que son noyau est 

Zh-ciC). 

Toujours avec les notations de IA.2.41 le tangent de X Xab[ AB'2 point idc est le module des isomorphismes 
C[e] — + C[e]^, ou /i est une derivation interieure, qui pour e = donnent idc ; la proposition IA.23I donne : 

Txx^,,AB[,c = CO.c(C) = End^(C). 

Le complexe tangent est done 

Cc-c(C) — > Txx^g^AB[,C — > HZ'^{C). 
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IV. Geometricite 



Par la proposition lA . 231 la premiere fleche est le bord du complexe C^_p(C) et la cohomologie est exactement 
celle de Hochschild en degre < 2. On a meme un quasi-isomorphisme de complexes : 



Hoch^"^ 



MHoch-^^ 



EndA(C) 



End a{C) 



HZ^C) 



ou nil associe a une equivalence le bimodule inversible correspondant et ou mo associe a un isomorphisme 
naturel I'isomorphisme deduit entre les bimodules. □ 



IV. 3. 3 Modules de Morita 

On deduit de I'equivalence Cat ^^°^ ~ Ab la proposition suivante 

Proposition IV. 22 Le champ Cat ^^°^ est un 2-champ 1-geometrique et son complexe tangent en un point C 
correspondant a une categoric A-lineaire, est quasi-isomorphe a la cohomologie de Hochschild de C . 



IV. 4 Comparaisons 

Theoreme IV. 23 Le morphisme A4od : Cat ^'^ — > Ab est etale. 

Preuve On salt deja qu'il est lisse f proposition IIV.lSll il suffit de montrer que le morphisme induit entre les 
tangents est un quasi-isomorphisme. On a deja remarque dans la preuve du theoreme II V. 211 que les tangents 
etaient quasi-isomorphes, il faut montrer que ce quasi-isomorphisme est celui induit par le morphisme Cat ^^ — > 
M. 

Pour le voir, on va montrer que le morphisme Cat ^'^ — > ukab se releve aux presentations en 2-groupoides : 



EQ2 



Mo 



AB!, 



Ah 



>AB[ 



EQo 



Mo 



>AB', 



■ Cat'''' 



Mod 



■Ah 



ou Mo est I'identite de Ud ^'^^^'^^ -^i associe a une equivalence f : C D une structure de C-D-bimodule sur 
D et M2 associe a un isomorphisme naturel I'isomorphisme deduit entre les bimodules. (II est clair que le quasi- 
isomorphisme de la preuve du theoreme IIV. 211 provient des differentielles de Mq, Mi et M,.) La commutation 
des carres 1 et 2, ainsi que le fait qu'ils forment un morphisme de 2-groupoi'des sont claires compte tenu de ce 
que classifient les schemas. Celle du carre est deduite de ce que les cartes utilisees de Cat ^'^ et de Ab soient 
les memes : EQo = AB'^ = U^Cai^''). 

On deduit de ce dernier fait un morphisme entre les espaces de lacets 

M : r!£Q„Cat^« ^ nAB^M 

dont il faut montrer qu'il se releve aux presentations en les morphismes Mi et Af2- 

Le lemmeEOH assure que M est plein et P := AB[ x n ^^, Ab ^ EQo Cat ^'' est done un sous-faisceau de AB[, il 
classifie les bimodules inversibles entre deux categories equivalentes et factorise done Mi en EQi ^ P ^ AB[ : 
Ml est bien le morphisme issu de Mod entre les cartes de flF.On Cat ^'^ et ^ABl,Ab- On tire de Mi un morphisme 
de schemas 

M' : nEQ^^EQoCat''' ^ ^AB',^AB;,Ab 
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§ IV. 4. Comparaisons 



dont il est facile de voir que c'est M2. 



□ 



Proposition IV. 24 Le morphisme Ass — > Ab est 0-etale (cf. definition \l.4i 



Preuve II est lisse d'apres la nronosition II V. 131 il sufRt de montrer que le morphisme induit entre les module 
de cohomologie tangente est isomorphisme en degre 0. Ass admet comme carte ASSq := ]J„ Ass^ ou Ass^ 
classifie les structures d'algebre associative sur un module libre de rang n. ASSi := Ass") x Ass Ass"') 
est le schema classifiant les triplets de deux structures d'algebre et d'un isomorphisme entre elle. AS Si ^ A55o 
est une presentation de Ass . On utilise cette fois la carte AB2 =1 ABi =| ABq de Ab (cf. IIV.2djl . 
Le morphisme Ass ukab se releve aux presentations en 2-groupoides : 



AS Si =^ AS So -^-^ Ass 



Ml 



1 Mo 



>ABi 



>ABn 



ab 



ModoB 



Ah 



En effet, Mq est I'identite de ASSq = ABq et la commutativite de vient de ce que ab — Aiod o B o a; cela 
induit un morphisme 

M : ASSi = QasSoAss — > nABoM 

dont il faut montrer qu'il se releve a la carte de flABoAt donne par ABi. Or ASSi classifie des isomorphismes 
entre algebres de module sous-jacent libre et ceux-ci correspondent bien a des points de ABi qui classifie les 
bimodules inversibles entre algebres de module sous-jacent libre, d'ou le relevement. 

On en deduit que le morphisme induit sur les complexes tangents en un point C : Spec{A) Ass" 
Ass Ab est 

Der^^ HC\C) ^ HZ^{C) 



MHoch^'^ 



EndA(C) 



HC°{C) 



HZ^{C) 



■HC\C) 



HZ'^iC) 



ou la troisieme ligne est le complexe tangent de Cat ^'^ en C : Spec{A) Ass" Ass Cat ^'^. La composition 
Der-^ MHoch-^ — + Hoch-^ est I'inclusion evidente qui induit un isomorphisme sur les Comme 
MHoch^^ " 



Hoch- est un quasi-isomorphisme (theoreme llV.21|l . on deduit I'isomorphisme cherche. 



□ 
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IV. 5 Diagramme final 

On reprend le diagramme du 3111. 5l en le completant. 

Afr - Com Ass Cat''' 




Au niveau des complexes tangents on a schematiquement : 




On rappelle que Ab'^"™^ est le sous-champ plein de Ab image de Com par QCoh. 
Proposition IV. 25 AB'^""^ est un champ geometrique. 

Preuve La proposition INI. 131 etablit que la fibre de Com — > Mf°^^ en un point C : Spec{A) Com Com 
est le champ IC( Pic (C). 1). comme Com est geometrique, la geometric A!f°"^ pent se deduire de celle des 
igPidC). I) Clemmeinnll. 

IC{Pic{C), 1) admet la presentation par le groupoi'de 

Pic(C) =^ pt 

et il suffit alors de prouver que Pic (C) est geometrique. Pic (C) est le sous-champ plein du 1-champ Xnv {C, C) 
forme des seuls C-C-bimodules dont les structures a droite et a gauche coincident. Xnv (C. C) admet une pre- 
sentation par un groupoi'de geometrique lisse (cf. nronosition lll.30ll et il suffit pour avoir une meme presentation 
pour Pic (C) de rajouter dans les schemas afiines Bim(C, C, m) les equations ^(c, x, 1) — x, c) qui s'ecrivent 
en coordonnees, en utilisant les notations du 311.4.31 Hijk^'^ — l^fiijk = (on les 1*^ designent les coordonnees 
de I'unite de C). □ 
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Annexe A 



Cohomologie de Hochschild 



La premiere section de I'annexe definit la cohomologie de Hochschild d'une categoric lineaire et la seconde 
definit la cohomologie d'un module sur une algebre associative et compare les deux. 

A.l Complexe de Hochschild 

On definit la cohomologie de Hochschild d'une categoric lineaire comme la cohomologie du complexe de 
Hochschild, puis on explicite les description traditionnelles des 0-, 1- et 2- cocycles. 

A. 1.1 Definition 

Soit C e A-CAT (cf. 811. 2ll . Pour deux objets x,y G C, C{x,y) designe le A-module des morphismes dans 
C de a; vers y. Pour trois objets x,y,z € C on note rrixyz la composition 

mxyz ■■ C{x, y) ®A C{y, z) C{x, z), 

c'est une application A-bilineaire. 

La cohomologie de Hochschild de C est definit comme etant la cohomologie du complexe suivant : 

HC"{C) — > HC\C) — > HC^{C) — > ... 

ou 

HC°{C) = ^C{x,x), 

xec 

HC\C)^ ^ YiomA{C{xQ,xi)®AC{xi,X2)®A---®AC{xi^i,Xi),C{xQ,Xi)) 

xo,...XieC 

et ou la difi'erentielle 

d:HC\C) — >HC'+^{C) 

est definit par 

d{f) : Co,i • ■ • (g) Ci^i+i I — > mo.i,i{cQA, /(ci,2 ■ ■ • (8) Q^i+i)) - /(moi2(co4, 01,2) 8) ■ ■ • (8 Ci,i+i)) 

+ /(C0,1 ® • ■ • "1123(01^2, C2,3) • ■ ■ ® Ci^j+l)) + . . . 

+ (-l)V(co,i (E) ■■■(E) mj_i,i,i+i(ci_i,i),Cj,i+i))) + (-l)'+Vio,i,i+i(/(co,i (g) • ■ • (g) Cj_i,i)), Ci,i+i). 
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A. Cohomologie de Hochschild 



A. 1.2 Cocycles 

Soit ^[e] I'extension au premier ordre de A par A, il lui est associe deux morphismes A A[e\ — > A. On 
note C[e] la categorie C (g)^ A[e\, dont on rappelle qu'elle a les m^mes objets que C. Aux deux morphismes 
d'anneaux precedents sont associes deux foncteurs C[e] — > C (evaluation e = 0) et C — > C[e] (prolongement par 
linearite) . 

Soit M un ^-module, une deformation au premier ordre de M est un A[e]-module M tel que M®A[e] A M. 
Dans toute la suite on se limite aux deformations au premier ordre de modules projectifs M qui sont scindee 
comme A-modules. Si en plus on impose une hypothese de projectivite sur ^[e], le ^-module sous-jacent a une 
deformation de M est necessairement M ® M. 

Une categorie A-lineaire est dite projective de type fini, si tons ses modules de morphismes sont des A- 
modules projectifs de type fini. 

Dans la suite, toutes les categories lineaires consideres seront toujours projectives de type fini. En particulier 
les deformations projectives au premier ordre d'une telle categorie C, sont toujours de graphe sous-jacent 
isomorphe a C[e] = C (^a A[e] comme A-graphe. 

A. 1.2.1 0-cocycles 

Le module des 0-cocycles de Hochschild consiste en les elements de c = (Bft G (BtC{t,t) verifiant, pour tout 
u e C{x,y) : 

= m^ytiu, ft) - rutxyift, u) = 0. 

Definition A.l On definit le centre de C comme I'algebre Z{C) formee des automorphismes de idc[e] qui, pour 
e = 0, donnent ididc,i-e. I'algebre des deformations au premier ordre de ididc- Ididc etant le neutre de I'algebre 
End(i(ic) et Z{C) s'identifie canoniquement a End(C). 

Un element c : idc[e] idc[e] du centre associe a tout objet a; e C un element c° + c^e € C[e](a;, x) tel que 
pour tout u e C[e]{x,y) on ait 

^^xxy(^X)^) — '^xyyi,'^^ ^y) 

ou m,.j:xy est la loi de C[e], i.e. la e-linearisation de la loi de C. La condition en e = assure que, pour tout x, 
c° = et I'equation precedente se reduit a 

ff^xxyipxi^) ~ '^xyyi'^T Cy) 

Cette condition est exactement celle de 0-cocycle de Hochschild. 
On a prouve la proposition suivante. 

Proposition A.2 On a HH°{C) = HZ°{C) = Z{C) 
A. 1.2. 2 1-cocycles 

Le module des 1-cocycles consiste en les elements / € ®x,yEnd{C{x,y)) verifiant, pour tout Cx,y € C{x,y) 
et pour tout Cy^z G C{y, z) : 

^{f){^x,y ^ ^y,z) ~ "^xyzipx^yi fi^y^z)) f {^xyz{^x,y ® ^y,z)) "1" ^xyzif i^x,y) i ^y,z) ~ 0* 

Definition A. 3 On definit une derivation de C comme un isomorphisme C[e] — > C[e] tel que son evaluation 

en e = donne I'identite de C, i.e. comme une deformation au premier ordre de idc- idc etant le neutre de 
I'algebre End(C), le A-module des derivations s'identifie canoniquement a End(C). 
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Un tel foncteur / est necessairement I'identite sur les objets et se decompose au niveau des modules de 
morphismes en 

en utilisant la linearite en e, on se ramene a des applications 

fxy = f°y © : C{x, y) C7(x, y) © C{x, y)e 
ou f^y est I'identite par definition d'une derivation. Ainsi, / est entierement caracterise par les 

f^y:Cix,y)^C{x,y). 

qui sont des 1-cochames de Hochschild. Reciproquement, une 1-cochame ne correspond a une derivation que 
si id(B f^e est un foncteur ; ceci se traduit, pour tons x,y,z € C par les equations : 

{id® flz)ijnxyz{Cxy,Cyz)) = m^oyziiid ® f^J{C:oy) , {id ® fxz){Cyz)) 

fxz{''^xyz{CxyiCyz) = f^xyz{fxz{^xy)iCyz)'\'fnxyz{Cxyifxz{^yz))- 

Ces equations sont exactement la condition de 1-cocycle de Hochschild. 
On a prouve la proposition suivante. 

Proposition A. 4 HZ^{C) est le A-module des derivations de C. 
A. 1.2. 3 2-cocycles 

Le module des 2-cocycles consiste en les elements / € (Bx,y,zilom{C{x,y) ® C{y, z),C{x, z)) verifiant, pour 
tons Cx,y e C{x,y), Cy^^ e C{y,z) et c^.t e C{z,t) : 

d{f){ f{Cy,z, Cz,t)) - f{mxyz{Cx..y ® Cy^z) <S) Cz^t) 

+ f{Cx,y <8) myzt{Cy,z,Cz,t)) - mxztUiCx^y ® Cy^z), Cz,t) = 0. 

Definition A. 5 Une deformation au premier ordre de la structure de categoric lineairc de C est une structure 
de categoric y4[e]-lineaire sur le graphe C[e] tel que son evaluation en e = redonne la structure de C. 

Une telle structure se caracterise par des compositions 

mlyz®mlyze : C{x,y)[(i] (g)^;,] C{y,z)[€] — > C{x,z)[e] 

en utilisant la linearite en e on se ramene des applications ^-lineaires 

^Iajz © '^lyz^ '■ C!{x, y) ®A C{y, z) — > C{x, z) © C{x, z)e 

dont la definition des deformation impose que m^yz = fUxyz, i-e. soit la composition de C. Une deformation 
est done caracterise par les applications 

mlyz : C{x,y) (giA C{y,z) — > C{x,z) 

qui sont des 2-cochaine de Hochschild. Reciproquement, une 2-cochaine correspond a une deformation si la loi 
definie par irixyz © n^'xyz^ associative. 

Pour tons x,y,z,t € C, les conditions d'associativite s'ecrivent : 

{iTT'xzt © '^xzt e){{mxyz® '^xyz^){^xy^C.yz),Czt) — {iTT'xyt ® 'rHxyt^)i^xyj {n^yzt ® f^yzt^){^yzT (^zt) 
f^xzii^xyzi'^xyjCyz^jCzt) ^xzt{^xyz{Cxyt Cyz^, Czt) — f^xyt{Cxy^fTT'yzt{^yzj('Zt) TIT'xyti^xyt^yztiCyz^Czt)- 
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Ces conditions sent exactement celles d'etre un 2-cocycle. 
On a prouve la proposition suivante. 

Proposition A. 6 HZ'^{C) est le A-module des deformations au premier ordre de la loi de C. 

A. 1.3 Cobords 

On tire quelques interpretations de I'equation rf^ = dans le complexe de Hochschild. 

Definition A. 7 Une derivation interieure de C est une derivation / telle qu'il existe un isomorphisme a : 
idc[e\ f, qui induise ididc pour e = 0. 

Proposition A. 8 Les derivations interieures sont en bijection avec les cobords de 0-cochatnes de Hochschild ; et 
les isomorphismes naturels de a : idc f, oil f est une derivation de C , qui evalues en e = donnent ididc 
sont en bijection avec les 0-cochatnes. Dans ce cas, f s'identifie au cobord de a. 

Preuve Une deformation de idc s'ecrit toujours sous la forme id © (3e Un isomorphisme a : idc[e] — * id® (ie 
est la donnee pour tout x G C d'isomorphismes Ux € C[e]{x,{id + /3e){x)) = C[e]{x,x) tels que pour tout 
V e C[€]{x,y) 

(id + f3e){v){ax:e) = iaxf^)v 

or {id + dae){v){axe) = {da{v) + vax)e et on est ramene a I'egalite /3 + vUx = ccyV qui definit f3 comme le 
cobord de a. □ 

Corollaire A. 9 HH^{C) est le A-module des derivations de C modulo les derivations interieures. 

Definition A. 10 Une deformation au premier ordre D d'une categorie j4-lineaire C est dite triviale s'il existe 
unc cquivalonco / : C[e] D, ou C[e] designe la deformation par le 2-cocycle nul (deformation triviale), qui 
pour e = donne I'identite de C. 

Proposition A. 11 Les deformations au premier ordre triviales d'une categorie C sont en bijection avec les 
cobords de 1-cochatnes de Hochschild ; et les equivalences f : C[e] D, oil D est une deformation au premier 
ordre de C, qui induit I'identite de C apres evaluation en e = 0, sont en bijection avec les 1-cochatnes. Dans 
ce cas, la deformation D s'identifie au cobord de f. 

Preuve Identifiant D a C[e], une deformation de C s'ecrit toujours sous la forme m ® fie. La condition sur 
/ : C[e] D = C[e] en e = impose que / soit constante sur les objets, / est done caracterise par des 
isomorphismes fxy : C[e](x,y) C[e]{x,y) qu'on decompose en f^y = id (B fxy^, qui verifient la relation de 
fonctorialite : 



Or, (id © /i^g) o nixyz = ruxyz + .fL ° n^xyz^ et {nixyz ® Mxyze){{id © f^yc), {id © f^^e)) = rUxyz © l^xyz^ + 
mxyz{-, fy^)e + mxyz{fxy, d'ou 



Corollaire A. 12 HH^{C) est le A-module des deformations de la structure de C modulo les deformations 
triviales. 



{id®fl,e, 



') o nixyz = {rrixyz © /ue)(id © /^^e, id © fy^e). 



fxz ° 




qui definit /i comme le cobord de f^. 



□ 
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A. 2 Cohomologie modulaire 

On definit la cohomologie d'un module, puis on la specialise au cas des bimodules pour la comparer a la 
cohomologie de Hochschild. 

Soient A e COM, B e A- ASS et M un B-module. On definit les modules 

C'siM) := Hom^lS®-^^ ®a M, M) = HomB(B®^'+^ ®a M, M). 

Les modules i?"^-** (g)^ M sent munis d'une structure de complexe cf. [CE. ch. IX] ceci permet d'obtenir un 
complexe : 

Cl{M)^C],{M)^... 

qui calcule la cohomologie de M comme B-module, i.e. Hg{M) := H'^{C*b{M)) = ExV-g{M,M). 

On note Z^g{M) le A-module des «-cocycles de ce complexe et B'^^{M) le sous-module des i-cocycles qui 
sont des cobords. 

A. 2.1 Cocycles 
A. 2. 1.1 0-cocycles 

d : Hom^(M, M) RomA{B M, M) est donnee par 

df{b,m)^bf{m)- f{hm) 

Proposition A. 13 Les 0-cocycles sont exactement les automorphismes de B[e]-module de M[e] egaux a idM 
quand e — 0. 

Preuve Soit / : M[e] M[e] un tel automorphisme. Par linearite il se reduit a I'application B-lineaire 

f = f + f(- M -^M® M[e] 

oii p = idM par hypothese. La 6-linearite de / impose la condition suivante sur necessaire et suffisante 
pour caracteriser / en terme de : 

pour tons 6 e -B et m e M. Cette condition est exactement celle de 0-cocycle. □ 

A. 2. 1.2 1-cocycles 

d : HomA(S ®a M, M) -> HomA(B ®a B ®a M, M) est donnee par 

df{b', 6, m) — b' f{b, m) — f{b'b, m) + f{b', bm) 

Proposition A. 14 Les 1-cocycles sont exactement les structures de B[e]-module sur le B-module M[e] qui pour 
e — redonnent la structure de B-module de M . 

Preuve Soit ji : i?[e] ®A[t] -^[e] M[e] une telle structure. Par Hnearite elle se reduit a 

/i = ^0 + ^ig : S ®A M -> M © Me 

ou est la structure de B-module de M . La condition sur /i^ pour que soit une structure de module est 
que, pour tous b,b' £ B et m & M : 

b'fi\b,m) + fi\b',bm) = fi\b'b,m). 
Cette condition est exactement celle de 1-cocycle. □ 
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A. 2. 2 Cobords 

Soit M un B-module, il existe sur M[e] une structure canonique de i?[e]-module donnee par le prolongement 
e-lineaire de la structure de M. Ceci amene a poser la definition suivante. 

Definition A. 15 Une structure de i3[e]-bimodule sur Af [e] est dite triviale si elle est isomorphe a la structure 
canonique. 

Proposition A. 16 Les structures triviales de B[e]-bimodule sur M[e] sont en bijection avec les elements de 
B^{M). Et les isomorphisme M[e] M' de la structure canonique vers une telle structure induisant idu en 
e — sont en bijection avec les elements de Cg{M). 

Preuve Soit jj} : M ^ M une structure de B[e]-module sur M[e] et soit un isomorphisme de la structure 
canonique vers /i. En utilisant la linearite en e, / se caracterise par 

f : f + fe: M ^ M ® Me 
ou /° = idM par hypothese. La B-linearite de / impose sur f^etfi^, que pour tout b € B et tout m G M, on ait 

fi\b,m) + bf\m)^f\bm) 
ce qui est exactement la condition qui decrit fi comme le cobord de □ 

A. 2. 3 Categories lineaires 

Si C est une categoric A-lineaire ayant un nombre fini d'objets et si M un C-C-module, on leur associe le 
[C° C]-module [M] (cf. i|ll.4.1|l . Dans ce cadre, on abrege C^_(j{M) le complexe ^^[^"(giAClCIAf]) note 
Extc-ciM, M) sa cohomologie. 

A. 2. 4 Interpretation de Morita de la cohomologie de Hochschild 

Proposition A. 17 Soit C une categoric A-lineaire ayant un nombre fini d'objets et done les modules de mor- 
phismes sont projectifs sur A, la cohomologie de Hochschild de C se calcule par le complexe C^_q{C), i.e. 
HW{C) = Ext}j_ciC,C). 

Preuve La cohomologie de Hochschild de C coincide avec celle de [C], car, definit par HH^{C) = Ext]j_(j{C, C), 
elle ne depend que de la categorie C-Mod ~ [C]-Mod. 

Si C est un anneau, I'argument pour prouver HH*{C) — Ext'^_^{C,C) consiste a montrer que le complexe 
de Hochschild provient d'une resolution libre de C comme C° C-module (cf. |CEI ch. IX]). □ 

Soit C une categorie ^-lineaire plate ayant un nombre fini d'objet. On tire de cette proposition les conse- 
quences suivantes. 

Definition A. 18 Le centre de Morita de C, Z,nor{C), est I'algebre des automorphismes de C[e], vu comme 
C[e]-C[e]-bimodule, qui en e = donnent idc (cette condition est bien stable par composition). En d'autres 
termes, Zmor{C) est le module des deformations plates au premier ordre de idc- 

Proposition A.19 Z„,or{C) = Endc-c(C) = HH^{C){= HZ°{C)) 

Preuve La premiere egalite resulte de la nronosition lA. 131 et la seconde de la nronosition IA.17I □ 

Definition A. 20 Soit C une categorie lineaire, une derivation de Morita de C est un C[e]-C[e]-bimodule 
inversible tel que sa restriction a e = soit egale a C. En d'autres termes M est une deformation plate au 
premier ordre de C comme C-C-bimodule. 
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Proposition A. 21 Le module des derivations de Morita de C est isomorphe a Zq_q{C) 

Preuve C'est une application de la nronosition IA.14I □ 

Definition A. 22 Une derivation de Morita M de C est dite interieure s'il existe un isomorphisme de C-C- 
bimodules f : C ^ M. 

Proposition A. 23 Les derivations interieures de Morita de C sont en bijection avec les elements de B}j_(j{C) et 
tout isomorphisme C[e] —> M de C[e] muni de sa structure canonique de bimodule vers une derivation interieure 
de Morita, qui induit idc en e — 0, est induit par un unique element de Cp_^(C). 

Le module des derivations de Morita de C modulo les derivations interieures est HH^{C). 

Preuve La premiere assertion est la DroDosition lA.161 la deuxieme resulte de ce que Ext^u{C, C) — HH^{C). 
□ 

Pour a G HZ^{C), on note C[e]a la deformation associee, si a = on note simplement C[e]. Une structure 
de C[e]-C[e]Q.-bimodule sur C[e] est donne par une application 

M : C[e]„ <E,A C[e] <E,a C[e] C[e] 

qui, par linearite en e, se reduit a 

+ fi'^e : C ®aC C^aC — > C (B Ce 

ou /i° est donne par le produit de C si on veut que la structure deforme celle de C. Dans une telle structure, 
en notant par concatenation le produit de C, la condition sur fj} est que, pour tout a', a, 6, c, c' £ C, on ait : 

a{a' , ajhcd — /i^((a', a6c, c') + a'/i^ (a, b, c)c' — y} {a' a, b, cd). 

Pour une telle structure on note C[e]^ le bimodule associe. 

Definition A. 24 Une deformation a de la structure de C est dite Morita-triviale s'il existe un C[e]-C[e]Q,- 
bimodule inversible qui pour e = est isomorphe a C . 

Proposition A. 25 Les deformations Morita-triviales de C sont en bijection avec les cobords des l-cochatnes de 
Hochschild, i.e. sont en bijection avec les deformations triviales de C . 

Avant d'attaquer la preuve de la proposition, on etablit deux lemmes. Par souci de simplifier la redaction 
des preuves on se limite a travailler avec des algebres associatives plutot que des categories, mais les resultats 
restent vrais en general. 

Soit / : C — > D on rappelle (cf. preuve du lemme Fl.41ll qu'on associe a / une structure de C-I?-bimodule 
sur D donnee par : 

D®aD®aC — > D 

{a®b®c) I — > abf{c) 

Le cadre d'application ici est celui ou / est un isomorphisme et, afin de simplifier les formules, on preferera 
associer a / le bimodule inverse du precedent donne par : 

D®aD®aC — > D 

{a®b®c) I — > f^^{a)bc 
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Lemme A. 26 Une structure de C[e]-C[e]a-bimodule sur C[e] qui redonne la structure canonique de C-C- 
bimodule de C quand e — et dont la structure a droite est donne par le produit de C[e] provient d'un morphisme 
C[e] — > C[e]a qui pour e — est I'identite de G . 

Preuve Par hypothese, pour tous 6, c € C, on a 

7r(l,6,c) = 6c 7r^(l,6,c) = 0. 

On tire de la condition 

a{a' , a)bcc — TT^{a , abc, c) + a'7r^(a, 6, c)c — 7r^{aa, b, cc) 

et de a(a, 1) — a(l, a) = les deux equations : 

7ri(l, ab, c') + TT^ (a, 6, l)c' - T:^{a, b, c') = 
TT^{a', c, 1) + a'n\l, 1, c) - Tr^{a', 1, c) = 

soit en tenant compte de I'hypothese sur tt^ 

Tr^{a, b, c) ~ T^^ia., b, l)c 
Tr\a,b,l) = n\a,l,b) 

et finalement, pour tous a,b,c ^ C : 

TT^{a, b, c) — TT^{a, 1, l)bc. 

On pose /3(a) :— 7r^(a, 1, 1) la condition sur tt^ assure que a — dp est un 2-cobord de Hochschild et le bimodule 
de depart est celui associe au morphisme /? : C[e] — > C[e]d/3. □ 

Lemme A. 27 Une structure de C[e]-C[e] a -bimodule surC[e] deformant la structure de C est toujours isomorphe 
a une structure oil la hi droite est donnee par le produit de C[e]. 

Preuve Soit C[e]^ un tel bimodule, on construit un morphisme / : C[e] C[e]^ de C[e]-module droit en posant, 
pour X ^ + x^e G C[e] : 

fix) = ^(1, 1, x) = x° + {x^ + /(1, 1, x°))e. 
En effet, pour tout a G C[e] on a d'un cote 

f{x.a) = f{xa) = l,xa) 

et d' autre 

f{x).a = fi{l,f{x),a) = fi{l,^{l,l,x),a) = fi{l,l,xa). 
f est un isomorphisme car son inverse est donne, pour y = ip + y^e G C[e], par 

5(y)-2/" + (y'-M'(i,i,2/°)- 

II sufEt, pour conclure, de definir la structure droite sur C[e] par transport de celle de — > C[e]^. □ 

Preuve de la proposition Une deformation triviale C[e] C[e]a fournit naturellement une structure de bimodule 
inversible sur C[e], qui redonne pour e = la structure canonique de C-C-bimodule sur C ; la propriete sera 
done demontree si on prouve que toute deformation a Morita-triviale de C est equivalente a la canonique par 
un bimodule provenant d'une equivalence. 

Soit a une deformation Morita-triviale, par definition il existe /i une structure de C[e]-C[e]Q -bimodule sur 
C[e] deformant celle de C, dont il suffit, pour que M soit associe a un isomorphisme C[e] — * C[e]a, que la 
structure droite soit donnee par le produit de C[e] (lemme lA.26|l . A priori, ceci est faux, mais le lemme lA. 271 
assure que cela est vrai a isomorphisme de bimodules pres. Ce nouveau bimodule donne I'isomorphisme voulu 
de C[e] et C[e]„. □ 
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B.l Infini-groupoYdes 

On rappelle que les ensembles simpliciaux peuvent etre consideres comme des modeles d'infini-groupoi'des. 
Sans poser de definition precise, I'intuition sur le sujet considere les infini-categories comme des categories 
possedant des objets, des 1-fleches entre ces objets, des 2-fleches entre les 1-fleches, et plus generalement des 
n-fleches entre les {n — l)-fleches, pour tout n > 1, ces fleches sont munies de compositions pour lesquelles on 
distingue des fleches neutres ; les inflni-groupoi'des sont des inflni-categories dont toutes les fleches possedent 
des inverses, eventuellement en un sens affaibli. 

Le meilleur outil d'intuition sur les inflni-groupoi'des consiste en la theorie homotopique des espaces topolo- 
giques ou les notions de points, de chemins, d'homotopies de chemins, d'homotopies d'homotopies de chemins, 
etc. jouent respectivement les roles des objets, des 1-fleches, des 2-fleches, etc. On deflnit done le modele ca- 
nonique des inflni-groupoi'des comme la categorie de modeles des espaces topologiques de Kelley f jHovl def. 
2.4.21]) pour laquelle les equivalences sont les equivalences faibles d'homotopie f |Hov[ §2.4]). 

La categorie SENS des ensembles simpHciaux avec la structure de modele decrite dans |Hov[ §3.2] est 
equivalente a celle des espaces topologiques f jHovl thm. 3.6.7]) et pent done etre utilisee comme categorie de 
modeles pour les inflni-groupo'i'des^ . 

B.2 Categories simpliciales 

Une categorie simpHciale est une categorie enrichie sur SENS. C'est aussi un objet en categorie Ci =^ Co 
dans SENS tel que Cq soit un ensemble. Toute categorie est canoniquement une categorie simpliciale dont 
les espaces de morphismes sont tons discrets ; par opposition aux categories simpHciales, on les qualiflera de 
discretes. Plus precisement, si on note SCAT la categorie des categories simpliciales et CAT la categorie des 
categories discretes, on a une adjonction : 

ttq : SCAT CAT : l 

ou ttq, est le foncteur qui a une categorie simpliciale C associe la categorie discrete ayant les memes objets et 
7ro(C(a;,y)) comme ensembles de morphismes entre deux objets x,y. 

i admet egalement un adjoint a droite C i— > C(o) qui a une categorie simplicial associe la categorie discrete 
ayant les memes objets et comme ensemble de morphismes les seules parties de degre des ensembles simpHciaux 
de morphismes de C. 

Les categories simpliciales sont des modeles pour des categories superieures ayant des 1-fleches non for- 
cement inversibles et, pour n > 1, des n-fleches toutes inversibles. En effet, conformement a I'interpretation 

^C'est ce qui justifie la definition des champs superieurs comme champs simpliciaux. 
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des ensembles simpliciaux comme modeles d'infini-groupoides, les categories simpliciales peuvent s'interpreter 
comme des modeles de categories dent les objets de morphismes sont des infini-groupoi'des. 

Un morphisme f : C ^ D de categories simpliciales est dit une equivalence s'il induit une equivalence de 
categorie apres application du foncteur ttq et si, pour tout couple d'objets x,y €C, fxy '■ C{x,y) D{fx,fy) 
est une equivalence dans SENS. La categorie homotopique des categories simpliciales pour leurs equivalences 
est notee Ho(SCAT). 

Une categorie simpliciale C est dite un groupoide simplicial si ttqC est un groupoi'de, ce sont des modeles 
de groupoi'des faibles ; on note SGPD la sous-categorie pleine de SCAT formee des groupoi'des simpliciaux. On 
a une adjonction : 

i : SGPD ^ SCAT : (-)"* 

ou, pour C e SCAT, C™* est la sous-categorie ayant les memes objets et ayant comme ensemble de morphismes 
de X vers y les images inverses par C{x, y) t:qC{x, y) des isomorphismes de 7roC(x, y). C™* est dit le groupoide 
interieur de C. Dans le cas ou C est discrete C™* est simplement le groupoide des isomorphismes de C. 

Le nerf N{C) d'une categorie simpliciale est I'objet simplicial dans SENS : Ci ■ ■ ■ XCo ^ SENS 
(n facteurs). La realisation geometrique \N{C)\ (abrege |C|) du nerf d'une categorie simpliciale C est la colimite 
homotopique du diagramme N{C) dans SENS, elle se realise par la diagonale de N{C) : n i-^ (Ci x^^ • • • Xcq 
C)n G ENS. Dans le cas ou la categorie C est discrete on a canoniquement |C| ~ N{C). 

On definit sSENS comme la categorie des ensembles bisimpliciaux. Les constructions precedentes sont 
fonctorielles : 

SCAT sSENS M SENS. 

On renvoie a |Hov[ ch. IV], pour les definitions des categories monoidales fermees et de modules fermes sur 
de telles categories. La categorie SENS est monoi'dale fermee pour le produit categoriel. Une categorie C est 
dite un SENS-morfM/e ferme s'il existe un foncteur 

® : C X SENS — > C 

{x,K) — > x®K 

verifiant certaines conditions d'associativite et d'adjonction (cf. [Hovl). En particulier un SENS-module ferme 
C permet de definir un enrichissement de C en une categorie simpliciale dont les espaces de morphismes 
Hom^(a;,y) sont donnes par 

Hom^(x,2/)„ := Homc(a; A", y). 
Pour I, y, z e C le morphisme de composition dans SENS : 

Homp(x, y) x Homp(j/, z) > Hom^(x, z) 

est definit en associant k [f : x ® A"' y,g : y (g) A" z) la composition gf : x® A" y ^ y ® A" — > z, ou 
y ^ y ® A" provient du morphisme A° A" pointant A" en 0. 

B.3 Localisation et espaces classifiant 

Soit C une categorie, une sous-categorie d' equivalences pour C est simplement une sous-categorie de C, 
consideree dans une perspective de localisation. Si C est un categorie et W une sous-categorie d'equivalences, 
la localisation de C par W est notee C[VF~^]. L{C, W) designe la localisation simpliciale de C par W (cf. [DKJ). 
On rappelle que c'est une categorie simpliciale munie d'un morphisme C L(C, W) universel dans i?o(SCAT) 
(|TV2t rem. 2.2.1]) pour les morphismes de C vers les categorie simpliciales D qui envoient Wc dans I?™*. On 
a en particulier un isomorphisme : 

7roL(C,iy) — > C[W-\ 



122 



§ B.4. Classifiants de categories de modeles 



Definition B.l Pour une categorie C munie d'une sous-categorie d'equivalences W, on definit un espace 
classifiant de (C, W) comme un ensemble simplicial X equivalent a \L{C, 

Le theoreme de delagage de Segal f |Pell|Seg|lTam| ^ permet de deduire qu'un espace classifiant X verifie les 
proprietes suivantes : 

- il existe une bijection de ttq{X) vers les classes d'isomorphisme de C[W^~^] ; 

- si a; est un point de X, il existe, pour tout n > 1 des isomorphismes : 

7r„(X,x) ^7r„_i(L(C, Wy"\x,x)) 
(si n > 2, on a 7r„(L(C, M^)™*(a;, a;)) = 7r„(L(C, W){x,x))). 

B.4 Classifiants de categories de modeles 

On renvoie a pour les definitions des categories de modeles, categories de modeles simpliciales et 

des adjonctions de Quillen. 

Definition B.2 On note CM^ (resp. CM'') la categorie des categories de modeles avec les adjoints de Quillen 
a gauche (resp. a droite) comme morphismes et CMS® (resp. CMS'*) la categorie des categories de modeles 
simpliciales avec comme morphismes les adjoints de Quillen a gauche (resp. a droite) compatible aux structures 
de SENS-modules. 

B.4.1 Le cas general 

Si M est une categorie de modeles, on note Wm la sous-categorie des equivalences ; M'^ la sous-categorie 
pleine des objets cofibrants ; celle des objets fibrants ; et M"^ = MTi . On note Ho{M) = M[W^j^] la 
categorie homotopique de M et L[M, Wm) la locaHsee de Dwyer-Kan. Ho{M) est naturellement enrichie sur 
i?o(SENS) et L{M, Wm) est un modele strict pour cet enrichissement. 

Pour deux objets x et y Ae M, MapM{x,y) designe I'ensemble simplicial des morphismes entre x et y, 
calcule a I'aide d'un choix de framing, il est equivalent a I'ensemble simplicial llomi^(^M.WM)i-'^^ v)- I-^' v] designe 
I'ensemble des morphismes entre x et y dans Ho{M) on a : 

[a;,y] ~ i:Q{MapM{x,y)). 

Map'j^{x,y) designe I'ensemble simplicial des equivalences entre x et y, definit comme I'image inverse des 
isomorphismes de Ho{M) par MapM{x,y) [x,y], il est equivalent a Hom^(jv/.w^j,j^)i>«t (x, y). 

Definition B.3 Une sous-categorie de modeles C est un couple {C,Mc) tel que : 

- Mc soit une categorie de modeles et C une sous-categorie pleine ; 

- C soit saturee par equivalences (tout objet relie par une chaine d'equivalences a un objet de C est dans 
C). 

Une sous-categorie de modeles simpliciale C est une sous-categorie de modeles (M, C) d'une categorie de 
modeles simpliciale. 

Solent C = (C, Mc) et D — (D^Mu) deux sous-categories de modeles, un morphisme de sous-categories de 
modeles f : C ^ D est un morphisme /' : Mc Mjj envoyant C dans D. On dit que / est un foncteur de 
Quillen a gauche (resp. a droite) si /' est un adjoint de Quillen a gauche (resp. a droite). Les morphismes de 
sous-categories de modeles simpliciales sont definis de meme. 

Definition B.4 On note SCM® (resp. SCM'') la categorie des sous-categories de modeles et des foncteurs 
de Quillen a gauche (resp. a droite), et SCMS® (resp. SCMS®) la categorie des sous-categories de modeles 
simpliciales et des foncteurs de Quillen a gauche (resp. a droite). 
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Pour une sous-categorie de modeles C, on definit sa categorie des equivalences Wc = C D Wm et les 
C* = C n M* et Wq — Wc n M* ou * = c, / ou cf, dite, respectivement categorie des objets cofibrants, 
fibrants et fibrants-cofibrants de C. Comme C est pleine dans M, Wc est pleine dans Wm- On note Ho(C) 
la sous-categorie pleine de Ho{M) engendree par les objets de C, Ho{C) = C[T4^p^]. On note L{C,Wc) la 
sous-categorie simpliciale de L{M, Wm) engendree par les objets de C, c'est aussi la localisation simpliciale de 
C par rapport a Wc- 

Remarque. Malgre son nom, le couple (C, Wc) d'une sous-categorie de modeles ne s'enrichit pas forcement en 
une structure de modeles (par exemple par ce que C ne possede pas forcement les limites ou colimites). 

Les equivalences d'une sous-categorie de modeles sont toujours une classe saturee. 

Proposition B.5 ( |TV3I prop. A. 0.6]) Si C une sous-categorie de modeles, alors \Wc\, |W^| et \W^^\ sont 

des espaces classifiant pour (C, Wc)- 

B.4.2 Le cas simplicial 

Ce qui suit est essentiellement I'Appendice A de |TV3| . On construit un foncteur Q : SCMS* — > SCAT, ou 
*=g ou d. 

Soit C une sous-categorie de modeles simpliciale. On note Hom^(a:, y) I'ensemble simplicial des morphismes 
entre deux objets a; et y de C. Si x est cofibrant et y est fibrant, on a une equivalence jHirl IHovj : 

MapM{x, y) ~ Homp(x, y). 

On note Eqp(a;,?/) ou Q{C){x,y) I'ensemble simplicial des equivalences entre deux objets a; et i/ de C, definit 
par : 

n Eqp(a;,?;)„ = Ylou\Wc{x ® A",y) 
Si X est cofibrant et y est fibrant, on a une equivalence |Hirl IHov] 

= Eq^(a;,y) ~ Mapl|(a;,y). 

Si on se limite a considerer les couples d'objets (a;, y) dans C^^ , les ensembles simpliciaux Q{C){x, y) definissent 
une categorie simpliciale GiC) dont la proposition suivante etablit son equivalence avec L(C, M^c)*"*- On note 
1 5(C) I la realisation geometrique du nerf de G{C). 

Proposition B.6 ([TVS' prop. A. 0.6]) Pour C une sous-categorie de modeles, il existe des equivalences \Q{C)\ ~ 
\Wc\ fonctorielles en C (pour les foncteurs respectant les objets fibrants et cofibrants). En particulier, pour x 
et y dans , on a des equivalences, fonctorielles en {C,x,y) : 

^xyiwci ^ n,y\gic)\ ^ gic)ix,y). 



B.4.3 Fonctorialite des espaces de morphismes 

Cas general. On rappelle (cf. |Hovl §5.6]) qu'il existe un 2-foncteur faible : 

Ho : CM^ -> i?o(SENS)-Modf 

ou CM^ est vue comme 2-categorie et ou Ho(SENS)-Mod est la 2-categorie des categories qui sont des mo- 
dules sur la categorie monoi'dale i?o(SENS), ayant comme morphismes les foncteurs adjoints a gauche et leur 
transformations naturelles. 
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On a egalement un foncteur de 

s : Ho{SEm)-Mods — > iJo(SENS)-CATS 

vers les categories enrichies sur i?o(SENS) avec les seuls adjoints a gauche comme foncteurs. Si M e Ho{S'E'NS)-Mod^ , 
sM est definie comme ayant les memes objets et comme morphismes d'un objet x vers un objet y I'objet 
MapM{x,y) e ifo(SENS), definit a isomorphisme unique pres comme representant le foncteur 

Map''J{x,y) : Ho{SENS) — ^ ENS 

K ^ [x^K,yY"' 

ou [a; <8) K, designs Tensemble des elements de [x K, y] qui sont des isomorphismes. 

En consoquonco, si / est une petite categorie et M : 1° ^ CM^ est un prcfaisccau de categories de modeles, 
M fournit, par composition avec s o Ho, un prefaisceau faible en categories enrichies sur i?o(SENS), dont le 
paragraphe suivant en propose un modele qui est un prefaisceau simplicial. 



Cas simplicial. Soit f : C ^ D E SCMS®, / ne preserve pas a priori les objets cofibrants ct fibrants, ct, cn 
consequence, / n'induit pas de foncteur Q{C) — > Q(D). On est oblige pour avoir une propriete de fonctorialite 
pour Q de se restreindre aux foncteurs conservant les objets cofibrants et fibrants. 

Definition B.7 On note SCMS^^^ la sous-categorie de SCMS^ formee de ces foncteurs. 

En effet, si / : C ^ e SCMS^^., il verifie, pour tout x & , que /(x) e D^^ et que f{x ® A") est 
isomorphe h f{x) ® A", d'ou on deduit un morphisme : 

compatible avec les compositions, i.e. ces morphismes definissent un foncteur Q{C) — > Q{D). 

On a done un foncteur Q : SCMS^^^ — > SCAT (en fait a valeurs dans SGPD) qui s'inscrit dans le diagramme 
commutatif dans les 2-categories a un 2-isomorphisme naturel pres : 

SCMSf/ ^SCAT» 



sew — ^ ifo(SENS)-CAT 

oil on a limite les morphismes de SCAT a 6tre adjoints a gauche et oil le foncteur SCAT — > iIo(SENS)-CAT 
est simplement le passage aux type d'homotopie des espaces de morphismes. Seul Ho est un 2-foncteur faible 
dans ce diagramme. 
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B.5 Resume 

Au final, dans le cas gauche, on a un diagramme (non strictement commutatif) : 



CAT» 




SCMSf. SCAT 




CATEQ. 



CAT^ est la categorie des categories avec les seuls foncteurs adjoints a gauche comme morphismes. 

L est le foncteur de localisation simpliciale, Q est definit au 8B.4.2I foncteur Le triangle contenant G et 
L est homotopiquement commutatif, i.e. Q et L, vus comme foncteurs SCM^ SCAT, sont des foncteurs 
homotopes. L'homotopie de |L(— )*"*| et de \W- \ est conjecturale. 

Les adjoints de Quillen a gauche preservant les equivalences entre objets cofibrants, on dispose aussi d'un 
foncteurs \W1\ : CM» ^ SENS, qui est homotope k \ W- \ : CM^ CATEQ ^ SENS. 

Le morphisme G associe a une categorie de modeles simpliciale I'interieur de son enrichissement simplicial, 
il n'entre dans aucune relation de commutation avec les autres foncteurs ; il faudrait pour cela le "deriver", et 
c'est en quelque sorte ce que fait le foncteur Q, mais au prix de devoir restreindre les morphismes consideres 
entre categories de modeles, pour conserver la fonctorialite. 

On a un diagramme similaire avec les adjoints a droite comme foncteurs. 



B.6 Produits fibres de nerfs 



On detaille un cas particulier du theoreme de strictification de |TV3[ thm. B.0.7]. 

Soient Mi , M2 et M3 trois categories de modeles engendrees par cofibrations dont on note les sous-categories 
d'equivalences entre objets cofibrants respectivement par , W2 et ; et soient oi : Mi M3 et a2 : M2 — > 
M3 deux morphismes de Quillen a gauche. On definit une categorie Mi x M3 M2 ayant pour objets les quintuplets 
a;2, a;3, xi, X2) ou Xi G Mi et ou les Xi ■ ciiixi) — > X3 sont des morphismes de M3. Les morphismes de 
Ml X M2 entre deux objets {xi,X2, 2:3, Xi, X2) et (2/1,2/2, 2/3, 7i, 72) sont les triplets (ui, U2, U3) ou Ui : Xi ^ yi 
tels que les deux carres 

ai(a;i) > a;3 < a2{x2) 



ai(«i) 



01(2/1) 



2/3 ■ 



as ("3) 



■ 02(2/2) 



commutent. Comme les structures des Mi sont toutes engendrees par cofibrations. Mi x m., M2 herite egalement 
d'une structure de modeles engendree par cofibration pour laquelle les fibrations et les equivalences sont definies 
terme a terme |T V3| . 
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Pour i = 1,2, soient Qi des foncteurs de remplacements cofibrants dans Mi, les foncteurs derives a gauche 
des Qi et b sont definis par l^ai{xi) = ai{Qi{xi)). La fleche naturelle Qi(xi) Xi donne 'Lai{xi) ai{xi). 
La categorie (Mi M2)cart est definie comma la sous-categorie pleine de Mi Xm^ M2 forme des objets 
(a;i, a;2, 0:3, xi, X2) tels que les composes I^ai{xi) ai{xi) — > X3 soient des equivalences. On note W^art 1^ 
sous-categorie des objets cofibrants de (Mi x M3 M2)cart et des equivalences entre eux. 

Proposition B.8 ([ TV3I thm. B.0.7]) Avec les notations precedentes, on a I'equivalence suivante : 

m\ xfWe, m\ c \w,^^^,\, 

fonctorielle en Mi — > Afa ^ M2. 



127 



B. Espace classifiant de localisation 



128 



Bibliographie 



[An] M. Anel, Champification, en preparation. 

[Ar] M. Artin, Versal deformations and algebraic stacks, Invent. Math. 27 (1974), 165-189. 

[Bou] A. K. Bousfield, Homotopy spectral sequence and obstruction, Israel J. Math. 66, (1989), 1-3. 

[Br] L. Breen, On the classification of 2-gerbes and 2-stacks, Asterisque n° 225 (1994) 

[CE] H. Cartan, S. Eilenberg, Homological algebra, Princeton University Press, Princeton, N. J., 1956. 

[DAP] A. D'Agnolo, P. Polesello, Stacks of twisted modules and integral transforms. Geometric aspects of 
Dwork theory. Vol. I, II, 463-507, Walter de Gruyter GmbH & Co. KG, Berlin, 2004. 

[DM] P. Deligne, D. Mumford, The irreducibility of the space of curves of given genus, Inst. Hautes 

Etudes Sci. Publ. Math. No. 36 1969 75-109. 

[DHI] D. Dugger, S. Hollander, D. Isaksen, Hypercovers and simplicial presheaves. Math. Proc. Cambridge 

Philos. Soc. 136 (2004), no. 1, 9-51. 

[DK] W. Dwyer, D. Kan, Simplicial localization of categories, J. Pure and Appl. Algebra 17 (1980), 

267-284. 

[Eis] D. Eisenbud, Commutative algebra with a view towards algebraic geometry. Graduate Texts in 

Math., vol. 150, Springer Verlag, 1995. 

[GS] M. Gerstenhaber, S. Schack, Algebraic cohomology and deformation theory. Deformation theory of 

algebras and structures and applications (II Ciocco, 1986), 11-264, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C 
Math. Phys. Sci., 247, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1988. 

[GJ] P. Goerss, J.F. Jardine, Simplicial homotopy theory. Progress in Mathematics, vol. 174, Birkhauser 

Verlag 1999. 

[Hir] P. Hirschhorn, Model categories and their localizations, Mathematical Surveys and Monographs, 

99. American Mathematical Society, Providence, RI, 2003. 

[HS] A. Hirschowitz, C. Simpson Descente pour les n-champs, \protect\vrule widthOpt\protect\href {http : / / arXiv . o: 

[Hoi] S. Hollander, A homotopy theory for stacks, \protect\vrule widthOpt\protect\href {http://arXiv.org/abs/matl; 

[Hov] M. Hovey, Model categories. Mathematical Surveys and Monographs, 63. American Mathematical 

Society 1999. 

[Ill] L. Illusic, Complexe cotangent et deformations I, Lecture Notes in Mathematics, n° 239, Springer- 

Verlag, 1972. 

[Kn] D.Knutson, Algebraic spaces. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 203. Springer- Verlag, Berlin-New 

York, 1971. 

[LMB] G. Laumon, L. Moret-Bailly, Champs algebriques, Ergebnisse der Mathematik und ilirer Grenzge- 
biete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys in Mathematics, 39. Springer- Verlag, Berhn, 2000. 

129 



Bibliographie 



[LVdBl] W.T. Lowen, M. van den Bergh, Deformation theory of 
abelian categories, to appear in Trans. Amer. Math. Soc. 
\protect\vrule widthOpt\protect\href {http : //arXiv . org/abs/math/0405226}{arXiv : math . CT/0405226}. 

[LVdB2] W.T. Lowen, M. van den Bergh, Hochschild cohomology of abelian ca- 
tegories and ringed spaces, Adv. In Math. 198 (2005), n° 1, 172-222. 
\protect\vrule widthOpt\protect\href {http : //arXiv . org/abs/math/0405227}{arXiv : math . CT/0405227}. 

[Lul] J. Lurie, Onoo-topoi', \protect\vrule width0pt\protect\href-[http://arXiv.org/abs/math/0306109}{arXiv:mc 

[Lu2] J. Lurie, Derived algebraic geometry, PhD thesis, MIT, Boston, 2004. 

http : / / www . math . harvard . edu/~lur ie/paper s/DAG . pdf 

[ML] S. Mac Lane, Categories for the working mathematician, second edition. Graduate Texts in Mathe- 

matics, 5. Springer- Verlag, New York, 1998. 

[Pel] R. Pellissier, Categories enrichies faibles, \protect\vrule widthOpt\protect\href {http://arXiv.org/abs/math/C 

[PS] M. Penkava, A. Schwarz, A^c-algebras and the cohomology of moduli spaces. Lie groups and Lie 

algebras : E. B. Dynkin's Seminar, 91-107, Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, 169, Amer. Math. 
Soc, Providence, RI, 1995. 

[Qui] D. Quillen, Homotopical algebra, Lecture Notes in Mathematics, no. 43, Springer- Verlag, 1967. 

[Rel] C. Rezk, A model category for category, http://www.math.uiuc.edu/~rezk/cat-ho.dvi. 

[Re2] C. Rezk, Toposes and homotopy toposes, http : //www. math. uiuc . edu/~rezk/homotopy-topos-sketch. dvi. 

[Rou] R. Rouquier, Categories derivees et geometric birationnelle, Seminaire Bourbaki, n° 947, mars 2005. 

[Seg] G. Segal, Homotopy everything H-space, preprint. 

[SGAl] SGAl, Revetements etales et groupe fondamental. Lecture Notes in Math., 224, Springer, Berlin 

[SGA4] SGA4, Theorie des topos et cohomologie etales des schemas. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 
269. Springer- Verlag, Berlin-New York, 1972. 

[Sim] C. Simpson, Algebraic n-stacks, \protect\vrule widthOptXprotect \href {http://arXiv.org/abs/math/9609014}- 

[Tam] Z. Tamsamani, Equivalence de la theorie homotopique des n-groupoides et celle des espaces topolo- 

giques n-tronques, \protect\vrule widthOpt\protect\href {http : //arXiv. org/abs/math/9607010}{arXiv:math 

[Tol] B. Toen, Champs affines, to appear in Selecta. \protect\vrule widthOpt\protect\href {http : //arXiv . org/abs/me 

[To2] B. Toen, Champs algebriques, cours de Master 2, 2006, http : //www.picard.ups-tlse . f r/~toen/m2 .html. 

[TVa] B. Toen, M. Vaquie, Au-dessous de Spec{Wi), preprint, \protect\vrule widthOpt\protect\href{http://arXiv.org, 

[TVl] B. Toen and G. Vezzosi, From HAG to DAG : derived moduli spaces, 

Axiomatic, enriched and motivic homotopy theory, 173-216, NATO Sci. 
Ser. II Math. Phys. Chem., 131, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 2004. 
\protect\vrule widthOptXprotect \href {http : //arXiv . org/abs/math/0207028}{arXiv : math . AG/0207028}. 

[TV2] B. Toen and G. Vezzosi, Homotopical Algebraic Geometry I - topos theory. Adv. in Math. 193 (2005), 

257-372. \protect\vrule widthOptXprotect \href {http : //arXiv . org/abs/math/0207028}{arXiv :math . AG/0207 

[TV3] B. Toen and G. Vezzosi, Homotopical Algebraic Geometry H - geo- 

metric stacks and applications, to appear in Memoirs of AMS. 
\protect\vrule widthOptXprotect \href {http : //arXiv . org/abs/math/0404373}{arXiv : math . AG/0404373}. 



130 



Index 



Symboles 

(-)" 67 

i-)u 66 

AB'q 109 

AB[ 109 

AB'2 109 

ABo 109 

ABi 109 

AB2 109 

A-Mod 29 

A- ASS 29 

A-ASSv 65 

A-CAT 61 

A-CAT u 65 

A-CAT^" 81 

A-CAT^'° 81 

A-CAT'^"'' 82 

A- Ass 29 

A-Assy 65 

A-Cat^ 61 

A-Coi(j 65 

A-Cati] 65 

CLo 65 

CLi 61 

CL2 64 

CL3 62 

C-Mod 70 

54 

C° 29 

C^o 40 

C^o 40 

C™* 29 

Der^i 101 

EQo 65 

EQi 62 

EqiC,D)o 62 

Eq{C, D)i 64 

FPF(C, D) 62 

Fct{C, D)o 61 

Fctlc,D)i 64 



Gld 58 

Hoch^^ 105 

L{C, W) 122 

MHoch^^ 110 

MapM{x,y) 123 

N{C) 122 

Prf{S,H) 50 

[1]a 63 

[C] 69 

[Go/Gi] 45 

[nU 81 

\pt/Pic{C)] 96 

BA 29 

BG 29 

A 29 

63 

Rom A-c AT {C,D) 65 

Mod^ 92 

Hi 80 

n!["* 80 

ATT A 29 

CAT 29 

CATu 29 

Ch{ATT) 34 

CM'' 123 

CMS 46, 123 

CMS'^ 123 

CMS» 46, 123 

Com(") 60 

ENS 29 

CP 29 

GPD 29 

ATT 29 

ATT^ 31 

Cat^'^^ 60 

COM 29 

Lf,x 39 

Tf,x 40 

GiC) 124 

/C(-,l) 96 



131 



INDEX 



Tx,x 42 

C 70 

SCM"^ 123 

SCMS 46, 123 

SCMS'' 123 

SCMSS 46 

SCMS^^ 46 

SENS 29 

EAfS 88 

^a-cat(^^^^ 65 

mm^A-CAT(C.D) 65 

Horn 4 cAT^^- 65, 66 

ASS 88 

OAT^^' ^" 90 

COM 89 

Ass 88 

Cat ^ 90 

Caf"'-" 90 

Com 89 

Gr„ 58 

BG£n 45 

BGla 58 

Vect 57 

Vect " 45 

Vect <'^^ 58 

Vect <"^ 58 

/! 76 

pt 29 

A 

algebre a plusieurs objets 59 

B 

bimodule 71 

bimodule biprojectif 72 

bimodule inversible 72 

c 

carte 38 

categoric abelienne 75 

categoric additive 74 

categoric connexe 90 

categoric de modeles 123 

categoric de modeles simpliciale 123 

categoric discrete 121 

categoric karoubicnne 74 

categoric lineaire 59 

categoric lineaire de type fini 59 

categoric lineaire libre 59 

categorie lineaire projective 59 



categoric projective de type fini 114 

categorie simpliciale 121 

categorie superieure 121 

centre d'une categorie 114 

centre de Morita 118 

champ 34 

champ conncxc 35 

champ des morphismes 34 

champ diagonal 34 

champ geometrique 36, 37 

champ lisse 38 

champ localement de presentation finie 38 

champ simplicial 34 

changement de base 67 

cohomologie de Hochschild 113 

complexe cotangent 39 

complexe cotangent derive 40 

complexe tangent 40 

complexe tangent derive 40 

D 

deformation de categoric 115 

deformation Morita-triviale 119 

derivation de categorie 114 

derivation de Morita 118 

derivation interieure de categorie 116 

derivation interieure de Morita 119 

descente 33, 34 

diagonale d'un champ 34 

E 

epimorphisme de champs 35 

equivalence de categories 62 

equivalence de Morita 78 

equivalence globale 33 

equivalence locale 33 

espace grossier 32 

essentielle surjectivite 35 

F 

fibre affine 37 

foncteur essentiellement surjectif 62 

foncteur fidele 62 

foncteur lineaire 60 

foncteur plcin 62 

foncteur tordu 91 

G 

geometricite 36 

gerbe 35 

gerbe Hneaire 90 



132 



INDEX 



gerbe neutre 35 

graphe de type fini 57 

graphe libre 57 

graphe lincaire 57 

graphe projectif 57 

groupoi'de geometrique lisse 38 

groupoTde interieur 122 

groupoi'de simplicial 122 

H 

hocolim 29 

holim 29 

hyper-recouvrement 33 

I 

infini-groupoi'de 121 

isomorphisme natural 63 

M 

modele local 34 

module libre 75 

module libre de type fini 75 

module projectif 75 

module projectif de type fini 75 

morphisme 0-etale 41 

morphisme etale 41 

morphisme connexe 35 

morphisme de graphes 57 

morphisme de presentation fini 38 

morphisme ferme 35 

morphisme geometrique 37 

morphisme lisse 38 

morphisme localement de presentation finie 38 

morphisme ouvert 35 

morphisme pleinement fidele 35 

morphisme quasi-compact 38 

morphisme representable 37 

morphisme strict de graphes 57 

N 

n-champ 34 

n-prechamp 34 

nerf d'une categoric simpHciale 122 

nombre essentiel d'objets 61 

o 

objets isomorphes 61 

P 

point local 34 
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« H comme Homotopie : terme mathematique longtemps reserve a la seule operation de deformation continue d'espaces to- 
pologiques, 11 est plus actuellement devenu la denomination commune d'une repensee de I'algebre. Tout au long du xx^siecle 
sont apparus de nouvelles notions d'identification d'objets mathematiques differentes de I'isomorphie (equivalence faible, 
inversibilite homotopique, quasi-isomorphisme, etc.) elargissant celle originale de la topologie, et dont le contexte theorique 
general est celui des categories de modeles. En d'autres termes, il est reconnu maintenant que les objets mathematiques 
ont souvent des processus non triviaux d'identification sous-jacent a leur definition et la relaxe de ces processus conduit a 
les considerer naturellement comme les objets d'infini-categories. » 

Abecedaire du Pendule, http://www.lependule.org/ 



CHAMPS DE MODULES DES CATEGORIES LINEAIRES ET ABELIENNES 



Resume Lcs categories lincalrcs ont naturcllcmcnt plusicurs notions d'idcntification : I'isomorphic, 
I'equivalence de categories et I'equivalence de Morita. On construit les champs classifiant les cate- 
gories pour ces trois structures {Ca£^° , Cat^'^, Ca£^°'^) ainsi que le champ classifiant les categories 
abeliennes (Ab), I'originalite etant que les trois derniers champs sont des champs superieurs. 
Le resultat principal de la these est que, sous des conditions de finitude des objets classifies, ces 
champs sont geometriques au sens de C. Simpson. En particulier, on trouve que les complexes 
tangents de ces champs en une categorie C, i.e. les objets classifiant les deformations au premier 
ordre de C, sont donnes par des tronques du complexe de cohomologie de Hochschild de C. 
En plus, il existe une suite naturelle de morphismes surjectifs de champs : 

dont on montre que h est etale, et que c est une equivalence. 



MODULI STACKS OF LINEAR AND ABELIAN CATEGORIES 

Abstract Linear categories naturally have several identification relations : isomorphisms, categorical 
equivalences and Morita equivalences. In this thesis, we construct the classifying stacks for these 
three relations {Ca£^° ,Cat^'' , Ca£^^°^) together with the classifying stack of abelian categories (Ab), 
the originality of the subject being that, apart from the first one, these are higher stacks. 
The principal result is that, under some finiteness assumptions, these stacks are geometric in the 
sense of C. Simpson. In particular, one recover the Hochschild cohomology of a category C as the 
tangent complex, i.e. the object classifying first order deformations of C, of these stacks at the point 
defined by C. 

Moreover, there exists a natural sequence of surjective morphisms of stacks : 
for which we prove that b is etale, and c is an equivalence. 
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